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PROBLEMAS ELEMENTALES 
DE MAXIMO Y MINIMO 


PREFACIO 


En este libro se exponen algunos procedimientos elementales 
(es decir, que no requieren el conocimiento del cálculo diferencial) 
para la solución de problomas de máximo y mínimo. 

La obra está destinada a los alumnos de los grados superiores de 
la escuela secundaria que deseen adquirir algunas nociones respecto 
al carácter do los problemas que se examinan en las matemáticas supe- 
riores. El material que se expone puede utilizarse en el trabajo de los 
círculos matemáticos oscolares. 

No obstanto, la lectura de esto libro también será provechosa 
para los estudiantes de escuelas superiores técnicas, institutos peda- 
gógicos o universidades, incluso si tienen ciertos conocimientos de 
análisis matemático, El potente aparato de cálculo diferencial sumi- 
nistra procedimientos gonerales y de un mismo tipo que permiten resol- 
ver problemas de carácter muy diverso, donde se requiera hallar el 
oxtromo de la combinación final de funciones elementales. Empleando 
dichos procedimientos no hay necesidad de prestar atención a la pecu- 
liaridad individual de uno u otro problema. Pero precisamente el 
empleo de esta peculiaridad permito con frecuencia resolver el pro- 
bloma de manera más simple, másrápida y más bonita que con ayuda 
do los métodos gonorales. La situación es semejante a la de los pro- 
blomas aritméticos, pues el empleo del potente aparato de ecuaciones 
E pr! permito despreciar las particularidades individuales de 
talos problemas, pero la solución puramente aritmética a menudo 
resulta más sencilla, más rápida y más bonita que la algebraica. 

La variodad de medios algebraicos que se utilizan en este libro, 
os muy limitada: so emploan solamente las propiedades más simples 
del trinomio cuadrático y la desigualdad referente a las medias arit- 
mética y geométrica, Esto so ha hecho para simplificar la exposición. 
Al lector que desee profundizar on el tema y conocer procedimientos 
más estrictos, aunque elementales, de solución de problemas de máxi- 
mo y mínimo se 1e porien recomendar los libros: 7. B. Abelson, Má- 
ximo y mínimo, ONTI, 1935 y S. 7. Zetel, Problemas de máximo y 
mínimo en ruso, Gostejizdat, 1948. 


I. Natansón 
47/X11 1949 


INTRODUCCION 


En la técnica y en las ciencias naturalos, en la producción 
y en la vida cotidiana, se encuentra un tipo especial de 
problemas matemáticos, denominados «problemas de máxi- 
mo y mínimo». He aquí algunos ejemplos: 

1) De un tronco es menester cortar una viga rectangular 
de tal forma que se obtenga una cantidad mínima de de- 
sechos. 

2) Con las tablas disponibles se puedo construir una valla 
de 200 m de longitud. Se requiere cercar con esta valla una 
parcela rectangular de tierra que tenga un área máxima. 

3) En la pared hay un cuadro. ¿A qué distancia de la 
pared se ve dicho cuadro bajo un ángulo máximo? 

4) ¿A qué altura se debe colgar una lámpara para obtener 
iluminación máxima? 

En todos estos problemas, a pesar de la diferencia exis- 
tente entre ellos, encontramos rasgos comunes; se trata siem- 
pre de la forma de obtener un efecto óptimo dentro de las 
diversas posibilidades de utilización de los medios disponi- 
bles, Sobra señalar la importancia de la habilidad de resol- 
ver tales cuestiones. En Jas matemáticas se han creado pro- 
cedimientos estrictos y generales, estudiados en el cálculo 
diferencial, para la solución de problemas semejantes, 

Sin embargo, en muchos casos, se logran resolver estos 
problemas sin utilizar un complicado aparato de cálculo di- 
ferencial, empleando solamente los medios simples de álgebra 
elemental. Precisamente en este libro se exponen varios 
métodos para la solución de problemas de máximo y mínimo 
sin la ayuda de las matemáticas superiores*), Claro está, 
semejantes procedimientos son aplicables solamente en casos 
aislados, pero su conocimiento es útil incluso para aquellos 
que saben cálculo diferencial. 


*) En particular. se resuelven los suatro prob- 
lomus expuestos anteriormente. 


I. TEOREMA FUNDAMENTAL 
DE LOS TRINOMIOS 
CUADRATICOS 


$ 1. Examinemos dos magnitudes z e y relacionadas por 
la igualdad 
y= 247. (1) 


Si suponemos que z = 3, veremos que y = 25. Si damos 
a z el valor de z = 10, obtendremos y = 207. A la magnitud 
z, en general, es posible darle cualquier valor, pero cuando 
lo hayamos elegido, y adquirirá «automáticamente» un 
valor específico, determinado por la igualdad (1) y ya no 
dependerá de ninguna arbitrariedad. Esta situación se ca- 
racteriza matemáticamente diciendo que y es la función 
de z. La magnitud z se denomina variable independiente, 

Veamos si existe o no, entre los valores que adquiere la 
función y [determinada por la igualdad (1)), un valor máximo, 
Es fácil notar que no existe tal valor entro los valores de y. 
En efecto, si la variable independiente z adquiere los valores 


2=41, 2 =10, zx=1400, z,=1000,..., 
los valores correspondientes de la función y serán 
Yı = 9, ya=207, y= 20007, y,=2000007,..., 


de donde se ve que y no tiene un valor máximo. 

La respuesta será absolutamente diferente si nos pregun- 
tamos: ¿existe o no entre los valores de la función y uno que 
sea menor? 

Efectivamente, como lo demuestra la igualdad (1), la 
función y es una suma de dos sumandos: 2z? y 7. El segundo 
de éstos, es decir, 7, es un número constante que no depende 
de los valores de z. En cuanto al primer sumando, 2x*, no 
puede ser negativo, es decir, menor de cero con ningún valor 
de z*. No-obstante, este primer sumando 2z? puede ser 
igual a cero cuando z = 0. Así, el primer sumando 2x1, 
y con él toda la suma 2z* + 7, adquiere su valor mínimo 
cuando xr, = 0. Este valor mínimo es porlo visto 7, lo que 
se escribe: 


Ymin=7. 


*) No se consideran números imaginarios. 
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Razonamientos análogos permiten demostrar que 
cada una de las funciones 


y=52 43, y=%%44y, =2r—5, y=3—11 


tiene propiedades semejantes: no tienen valor máximo, pero 
sí mínimo, y en todas las cuatro funciones este valor mínimo 
se alcanza cuando z = 0 y es, respectivamente, igual a 


Ymn=3, Ymm=4, Ymm=—5, Ymin=—1!. 


$ 2. Los ejemplos que acabamos de examinar son muy 
simples. El origen de esta simplicidad se basa en el hecho 
de que la función y se representó en forma de una suma do 
dos miembros, uno de los cuales era constante, mientras que 
el otro, al ser un cuadrado (con coeficiente positivo), no 
podía resultar negativo. 

La situación se complica si se plantea el ejemplo 


y = 2z? — 12z + 93. 


Para poder aplicar la idea utilizada anteriormente, es- 
cribiremos y en la forma: 


y = 2 (2% — 6z) + 93. 


A continuación añadiremos en los paréntesis un número 
que complete el cuadrado del binomio: 


y = 2 (z? —6x + 9) + 93— 18, 


y =2 (z —3) + 75. 


Ahora podemos aplicar las consideraciones mencionadas 
más arriba. En realidad, la función y está representada en 
forma de una suma de dos miembros, uno de los cuales, 
nte 75, no depende en absoluto de z, y el otro, 

(z — 3), nunca es negativo, pero es cero cuando r = 3, 
Por eso, nuestra función alcanza un valor mínimo ymin = 75 
cuando x= 3, 

El valor máximo de esta función no existe, lo quo es tácil 

de demostrar si suponemos, por ejemplo, que 


zı = 13, 2=4103, z= 1003, ... 
Los valores respectivos de la función y serán 
Y = 215, y= 20075, ys=2000075, ... 


0 
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De manera análoga se resuelve el ejemplo 
y = 32? + 24r + 50. 
Realizando transformaciones semejantes, tenemos: 


y = 3 (x° + 82) + 50, 
y = 3 (2 + 8x + 16) + 50 — 48, 


y=3 (1 + 4) 42. 
Por consiguiente, la función y adquiere un valor mínimo 
cuando xy = —4, y este valor mínimo es 
Yin = 2. 


He aquí otro ejemplo: 
y = 522 — 50r + 39. 
Aquí 
20=5, Ymin=—86, 
(en lo sucesivo designaremos siempre mediante zp aquel 
valor de la variable independiente que corresponde al valor 
mínimo de la función). 
$ 3. No se debe suponer que todo trinomio cuadrático 
(así se denomina el tipo de función que examinamos) tiene 
valor mínimo y carece de valor máximo. 
Por ejemplo, la función 
y = 34 +8 
tiene un valor máximo 
Ymsx =8, 
cuando xy = 0. Por el contrario, dicha función no tiene 


valor mínimo. 
De igual manera en la función 


y = —42* + 40r — 73 
no existe un valor mínimo, pero sí un valor máximo, lo que 
se demuestra realizando las transformaciones siguientes: 
y = —4 (2? — 107) — 73, 
—4 (z? — 10x + 25) — 73 + 100, 
— (z — 5} + 2, 
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de donde, siendo xy = 5, se obtiene 
Ymir = 27. 


$ 4. Así pues, ciertos trinomios cuadráticos tienen valor 
mínimo, pero carecen de valor máximo, mientras que otros, 
por el contrario, tienen valor máximo y no tienen valor mí- 
nimo. Es sencillo advertir que el carácter del trinomio queda 
determinado por el signo del coeficiente de la z con exponente 
mayor, A fin de establecer esto con toda rigurosidad, exami- 
naremos el problema en rasgos generales. 

Supongamos que tonemos el trinomio cuadrático d 


y =at + br +c. 


Aquí los coeficientes pueden ser cualesquiera números rea- 
les: positivos y negativos e, incluso, convertirse en cero. 
No obstante, el coeficiente superior a debe ser siempre dis- 
tinto de cero, ya que de lo contrario y no incluiría un miem- 
bro con z? y no sería un trinomio cuadrático. 
Transformaremos y de la siguiente manera: 


y=a (2427 z)+0, 
y=a(24 2% 2+27) +0-L. 


Suponiendo para brevedad que 


obtendremos definitivamente: 
y=4a (z + y +m. 


Es imporlante señalar que M es un número constante 
doterminado plenamente por los coeficientes a, b y c, y que 
no depende en absoluto de los valores de la variable inde- 


pendiente zx. 
Analicemos dos casos. " 
: A b z 
1) Si a >0M, el primer sumando a (= + z2) no será 
punea negativo, pero si 


==> 


La 
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éste se convierte en cero. Por eso, la función y tiene un 
valor mínimo igual a M: 


Ymin=M, 
y carece de valor máximo. 
2) Si a < 0, por razones idénticas resulta que 
Ymax=M, 
además, este valor se alcanza cuando 


ad i 
y no existe ymin. 

Tanto el valor mínimo de la función como su valor má- 
ximo se denominan valores extremos. Por consiguiente, todo 
lo dicho puede ser resumido en el teorema fundamental 
que dice: 

TEOREMA. El trinomio cuadrático 

y=a + bo + e 


tiene un valor extremo que lo adquiere cuando 


Este valor resulta mínimo si a >0, máximo si a <0. Si 
existe Ymóx, NO existe Ymín, Y Viceversa. 
Como hemos visto, este valor extremo es siempre igual a 


Yox=M, 
o más detalladamente 
b? 
ben =t— r" 
Sin embargo, no es preciso memorizar esta última igualdad, 
ya que es el valor de nuestro trinomio cuando 
b 
zanm y 


Entonces, para obtener la magnitud yere, es suficiente 
sustituir z en el trinomio por el número 


b 


a" 
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EJEMPLOS, 
y=32—1214+8, 
y=—22--82—3, 
y = 222 -4 202 +17, 


H. ALGUNAS 
APLICACIONES DEL TROREMA 
PUNDAMENTAL 
_A— LAA 


$ 5. Veamos cómo el teorema demostrado un el $ 4 permite 
resolver una gran diversidad de problemas conerotos. 

PROBLEMA 1. Descomponer el número positivo A en dos 
componentes de tal manera que el producto de éstos sea máximo. 

SOLUCION. Designemos por z uno de los sumandos incóg- 
nitos. Entonces el segundo sumando será igual a A -—-2, 
y su producto 

y =x(4 —2) 
o 
y = a + Az. 

De esta manera, so debe hallar un valor de z quo dé a oste 
trinomio cuadrático un valor máximo. Según el toorema del 
$ 4, semejanto valor existe (ya que aquí el coeficiente de 
la z con exponente superior es igual a —4, os decir, es nega- 
tivo) y es igual a 


A 
ea. 
En este caso 


Aa 


y, por consiguicnte, ambos sumandos deben ser iguales. 
Por ejemplo, el número 30 admite las siguientes des- 

composiciones: 

5-25 = 125 


30 = 29 +1, 
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Todos los productos obtenidos son inferiores a 15-15 = 225, 

$ 6. PROBLEMA 2. Tenemos un alambre de longitud L. 
Se requiere doblarlo de tal manera que se obtenga un rectángulo 
que limite el mayor área posible. 


soLucION. Designemos por z (fig. 1) uno de los lados 


del rectángulo. Entonces el otro lado será + — z, y el área 


S=2(7-=), 


y 
S= 3” 
Esta función adquiere su valor máximo cuando 
L 
n=» 


y oste valor será el buscado para uno de los lados del rec- 
tángulo. Su otro lado, entonces, será 


L 1 
Fm» 
es decir, ol rectángulo resulta ser un cuadrado. La solución 
puede ser resumida en el teorema siguiente: 

TEOREMA. De todos los rectángulos de igual perímetro 
el cuadrado tiene área máxima. 

OBSERVACIONES. 1) Este problema también puede ser 
resuelto fácilmente con ayuda del resultado obtenido al 


201669 
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resolver el problema 1. Evidentemente, el área del rectán- 
gulo es 


s=" ($9) 


En otras palabras, S es el producto de dos factores: x y 


+ — z. Pero la suma de estos dos factores es 


"TEPE 


es decir, es un número que no depende de la elección de z. 
Por consiguiente, la operación se reduce a la descomposición 


del número 7 en dos sumandos, de tal manera que el pro- 


ducto de éstos soa máximo. Como ya sabemos, este producto 
será máximo cuando los sumandos sean iguales entre sí, 
es decir, cuando x= + 

2) Si designamos por ¿ la longitud de la valla que se 
puede construir con las tablas de que disponemos, y no la 
longitud del alambre, nuestro teorema nos proporciona la 
solución del segundo de los cuatro problemas prácticos 
mencionados en la «Introducción» (allí se señalaba que 
l = 200 m). En el $ 7 se examina una variante algo modifi- 
cada del problema. 

$ 7. PROBLEMA 3. Con las tablas de que disponemos se 
puede construir una valla de 200 m de longitud. Se requiere 
cercar con ésta un patio rectangular de área máxima utilizando 
como uno de sus lados la pared de la fábrica. 

SOLUCION. Designemos (fig. 2) uno de los lados del patio 
por z. Entonces el otro lado será igual a 200 — 2r, y su 


área será 

S = z (200 — 2z), 
o 

S = —21* + 2002. 
De acuerdo con el teorema del § 4, el valor máximo de esta 
función se alcanza cuando 

xy = 50. 
Así pues, el lado del patio, perpendicular a la pared de 

la fábrica, debe ser igual a 50 m, de donde se obtiene para el 
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lado paralelo a la pared el valor de 100 m, es decir, el patio 
debe tener la forma de medio cuadrado. 

OBSERVACION. Si hubiésemos querido utilizar aquí 
también el resultado de la solución del problema 4, no lo 
habríamos Jogrado, ya que i 


S =z (200—2x) 


es el producto de dos factores cuya suma es igual a 200— 7, 
o sea, depende de z. Por lo tanto, no tenemos las condi- 
ciones del problema 41. No obstante, recurriendo a un pequeño 


subterfugio, podemos hacerlas concordar con las del pro- 
blema 1. En efecto, examinemos en lugar de S la magnitud 
z=2S. Ya que 


z = 2z (200 — 22), 


resulta que esta función es el producto de dos factores cuya 
suma ya no depende de x y, por consiguiente, Zmax se al- 
canza cuando 


2z = 200 — 2z, 


de donde z = 50. Queda por señalar que las funciones S y 
z= 2S alcanzan sus valores máximos con un mismo valor 
de z. 

$ 8. PROBLEMA 4. Se da el cuadrado ABCD (fig. 3). 
Desde sus vértices se trazan segmentos iguales Aa, Bb, Cc, Dd y 
los puntos a, b, c, d se unen con rectas. ¿Con qué valor de Aa 
resultará mínima el área del cuadrado abed? 


2 
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SOLUCION. Si suponemos que 
4a=x 
resultará, como es obvio, que 
aB = l =z, 

donde ¿= AB y, por consiguiente, según el teorema de 
Pitágoras, —__ 

i ab? = r? -4 (1 — z)? = 223 — 2lr + l. 
Pero el área S del cuadrado abcd, precisamente, es igual 


a ab?, Es decir, 
S = 2% —2g + B, 
Por eso, el valor mínimo de S se obtendrá cuando 


L 
3 + 


De esta manera, los puntos a, b, c y d se deben colocar en los 
centros de los lados del cuadrado básico ABCD. 


KA 


FIG. 3 


$ 9. proBLEMA 5. De los puntos A y B (fig. 4), en las 
direcciones señaladas con flechas, salen simultáneamente un 
vapor y un yate. Sus velocidades, respectivamente, son iguales a 


vy = 40 km/h, 
vy = 16 km/h. 
¿Dentro de cuánto tiempo la distancia entre ellos será mi- 


nima, si 
' AB = 145 km? 


2 


soLuciON. Indiquemos con las letras V e Y la posición 
del vapor y del yate transcurridas £ horas después de su 
salida de los puntos A y B. Entonces 


AV = 401 km, BY = 162 km, 
y, por consiguiente, basándose en el teorema de Pitágoras, 
VY = V BV F BY? = Y (145 — 4017 + (162), 
de donde 
VY = V 185682 — 11 6001 + 21 025. 


Esta raíz adquirirá su valor mínimo con el mismo valor de 


< 


FIG. 4 


t con el que la expresión bajo el radical tenga su valor mínimo 
z = 1856: — 11 600£ + 21 025, 


es decir, cuando 


Así pues, el vapor y el yate resultarán estar a distancia mi- 
nima uno respecto al otro, transcurridas 3 horas 7 minutos 
y 30 segundos después de su salida de los puntos A y B. 

$ 10. PROBLEMA 6. Inscribir en el círculo dado un rec- 
tángulo de área máxima. 

SOLUCION, Designemos por R el radio del círculo, y por 
z el lado AB del rectángulo incógnito (fig. 5). Según el 
teorema de Pitágoras resulta que 


BC = VIRF, 
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de donde, para el área S que nos interesa, se obtiene la 


expresión 
S =V a. 


Esta función alcanza su valor máximo con la misma z 
que lo alcanza la función y = 5%, Pero 


y =P (4R? — 22). 
Suponiendo que z? = z, obtenemos: 
y =z (4R? —2) = =? + 4R. r 


Por consiguiente, ymáx Se alcanza cuando z = 2R?, es decir, 
cuando z = R V?. Este valor de z se podría haber calculado 


sin introducir Ja magnitud z, basándose en el hecho de que y 
es el producto de dos factores cuya suma 4R? es constante 
y, en virtud del resultado obtenido al resolver el problema 1, 


2=2R y 2=RV2 
Ya que cuando AB = z = R V? 
BC=RV?2, 


vemos que el rectángulo que buscamos debe ser un cuadrado. 
De tal manera, hemos demostrado el teorema siguiente, 

TEOREMA. Entre todos los rectángulos inscritos en un 
mismo círculo el cuadrado tiene área máxima. 
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OBSERVACIÓN. Si el círculo que se menciona en el 
problema es la sección transversal del tronco y el rectángulo 
inscrito es la sección de la misma viga que se requiere cortar 
de este tronco, nuestro problema geométrico, al parecer 
abstracto, se convierte en el primero de los cuatro prohlemas 
prácticos tratados en la «Introducción». 

$ 11. PROBLEMA 7. Inscribir en la esfera dada, un cilin- 
dro de superficie lateral máxima. 


FIG. 6 


SOLUCION Designemos por R el radio de la esfera, y por 
r y h, respectivamente, el radio y la altura dol cilindro 
incógnito (fig. 6). Entonces la snperficie Jaleral del cilindro 
será 


S = 2arh, 
Por otra parte, como se ve de la fig. 6, los segmentos R, 
ry 5h están relacionados en la forma 
Lpprar. 
De ahí, 
h=2 YRF, 

y, por consiguiente, 

S = án V Æ =r. 
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Suponiendo, como en el problema anterior, que y = S?, 
obtenemos: 

y = 161%? (R? — r’). 
Si introducimos una nueva variable independiente z = r°, 
y se expresará a través de ella de la manera siguiente: 

y = 161%x (Rè? —2), 


R? 


de donde ymáx se alcanza cuando zp = y» es decir, cuando 
$ avs 
2 


z 


Conociendo r, hallamos fácilmente que h = RVZ. Advir- 
tiendo además que, para el cilindro que buscamos, k = 2r, 
vemos que la sección axial de este cilindro es un cuadrado. 
$ 12. PROBLEMA 8. Inscribir en el cono dado, un cilindro 
de superficie lateral máxima. 
SOLUCION, Designemos por R y H el radio de la base 
y la altura del cono dados, y por r y h el radio y la altura del 


FIG. 7 


cilindro incógnito. Entonces la superficie lateral del cilindro 
será 
S = narh. 
Pero, de la similitud de los triángulos OAB y 0,4,B (fig. 7), 
se deduce la proporción 
b _ Ror 


de donde 
h= + (R—r) 


S=21 $r (R—r). 


Esta función adquiere su valor máximo cuando ry = 4 R- 
De aquí, la altura del cilindro que buscamos es 
H 1 
h= (Rr) =g. 


$ 13. PROBLEMA 9. En el triángulo ABC (fig. 8) se debe 
trazar la recta ab, paralela a la base AB, de tal manera que el 


área del rectángulo abcd sea máxima. 
SOLUCION. Supongamos que 


AB=L, ab=l, be=h, 
y designemos por H la altura CD del triángulo ABC trazada 


sobre el lado AB. De la semejanza de los triángulos ABC 
y abC se deduce la proporción 


i H—h 


de donde 
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Puesto que el área del rectángulo abed que nos interesa es 
S =hl, 
resulta que 
L 
S=- (H —h), 


de donde Smáx se alcanza cuando hy = 4H. 


HI. OTROS TEOREMAS 
QUE PERMITEN CALCULAR 
LOS VALORES MAXIMOS 

Y MINIMOS 
DE LAS FUNCIONES 


$ 14. Volvamos al problema 1, ya resuelto en el $ 5. 
La solución obtenida nos conduce al teorema siguiente. 

TEOREMA. La media geométrica de dos números positivos 
no es mayor que la media aritmética de éstos 


Vast. e) 
En efecto, supongamos que x e y son dos números positi- 
vos. Designemos su suma por A. La suma de los números 


4 Ay 5 A esla misma, Pero, puesto que estos dos últimos 


números son iguales entre sí, su producto (como se demostró 
en el $ 5) es superior al de cualquier pareja de números cuya 
suma sea la misma y, en particular, al de los números x e y, 
es decir, 


Ay? 
w< (+) 
(el signo de igualdad aparece al no excluirse la posibilidad 
de que z = y = 4 A). Recordando que A = z + y, vemos 
que 
2 
a (E, 
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y esto es equivalente a la desigualdad (2). La demostración 
realizada indica también que el signo de igualdad en la rela- 
ción (2) aparece cuando, y solamente cuando z = y. 

Este teorema también puede ser demostrado de otra 
manera, sin hacer referencia al § 5. Efectivamente, la desi- 
gualdad (2) se puede escribir de forma equivalente 


052-2V3 +y, 
y, en esta forma, es evidente, puesto que 
r-2V3+y=V7-Vy'>0 

Esta demostración establece también el hecho de que en (2) 
la igualdad existe cuando, y solamente cuando zx = y. 

$ 15. PROBLEMA 10, Descomponer el número positivo dado 
P en dos factores positivos de tal manera que su suma sea la 
mínima. z 

SOLUCION. Supongamos que P, de cualquier manera, 
está representado en forma de un producto de dos factores 
positivos z e y: 

P=xy (z >0, y >0). 
Entonces, en virtud de la desigualdad (2), resulta que 
+y>2VP. 

De tal manera, para cualquier elección de factores, su suma 
no puede ser menor que 2 VP. Pero, aceptando que éstos 
son iguales, es decir, suponiendo que z = VP, y= VE, 
llegamos de manera evidente a la suma ¿gual a 2 VP. Así 
pues, 2 V P es el valor mínimo de la suma que nos interesa, 
valor que dicha suma alcanza cuando, y solamente cuando 
ambos factores son iguales entre si*), 

Si prestamos alención al hecho de que y = E la solu- 
ción que hemos obtenido del problema se puede enunciar 


en el teorema siguiente: 
TEOREMA. La función 


Pp 
1=1247 (P>0) 
*) Size y no fuesen iguales, entonces (en virtud 


de lo expuesto eu $ 14) tendría lugar la desigualdad estricta 
- 2 VF: 
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(en la que la variable independiente x adquiere solamente valores 
Positivos) alcanza su valor mínimo Zmin cuando xy = V P, 
y únicamente con éste valor de z. 

$ 16. prosLeMmA 11. En una pared vertical está colgado 
el cartel AB. ¿A qué distancia de la pared debe situarse el 


B 
A 
O 
A 
FIG. 9 


observador para que el ángulo 0, bajo el cual el observador ve 
el cartel, sea el máximo? 

soLucION. Designemos por K el punto de intersección de 
la pared con la recta horizontal que pasa a través del ojo O 
del observador (fig. 9). Entonces OK será la distancia que 
buscamos. Designemos a ésta por x y supongamos que 


KA =a, KB=>b. 


Si designamos los ángulos KOA y KOB por a y B, es obvio 
que 


=f—a. 
De aquí 
120= tg (60) =$ 
Pero 


ci 
tga=4, up=z- 
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Por consiguiente, 


0 
a 


Puesto que el valor máximo del ángulo 0 se alcanzará 
cuando la tangente de éste sea máxima, nuestro problema se 
reduce a encontrar un valor de v con el cual el quebrado 

b—a 


z+ g 


sea el mayor. Pero su numerador es constante. Quiere docir 
que debe hacerse mínimo su denominador 


ab 
z E 
Según el teorema del párrafo anterior, el valor de z que bus- 
camos es 
t = ya. 


§ 17. El teorema del § 14 admite una generalización con- 
siderable que representa un gran interés teórico. Con su 
ayuda lograremos resolver una serie de problemas de máximo 
y mínimo. Esta generalización puede ser enunciada en 
forma del teorema siguiente: 

TEOREMA. La media geométrica de cualquier cantidad de 
números positivos no es mayor que la media aritmética de éstos 


Y Iiia... En ht, 6) 


El signo de igualdad tiene lugar cuando, y solamente cuando 
todos los números £y, Ly, . . ., Za Son iguales entre sí 
LL... = 2y 


DEMOSTRACION. Citemos una demostración*) original, 
aunque no muy simple, de este teorema, que representa en sí 
una variante muy singular de la inducción matemática. 


* Esta demostración pertenece al célebre mate- 
mático francésA. L. Cauchy, (1789—1857). 
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Si n = 2, resulta que el teorema que nos interesa coincide 
con el teorema ya demostrado en el $ 14. Supongamos que 
n = 4. Entonces, según lo demostrado 


EREINA =V V Tita- Y za a 
ttt 2342 
+ 


n+ Lg Hz 2 2 
<y 2 nt 7 E 


es decir, 

Yanna <td, 
De tal manera, Ja desigualdad ha sido demostrada para 
P a ahora que n = 8. Entonces, según lo de- 
mostrado, 


Y iz 2 =V Y Batat y LT LS 
<y 2 Maz 
y, por consiguiente, 


2br zada y zo boto + 79h 8 
8 4 4 
V Ult... A 


con lo que queda demostrada la desigualdad (3) para n = 8. 
De manera análoga demostraremos la desigualdad para 
n = 16, n = 32, n = 64 y, en general, para n = 2”. Esto 
se efectúa mediante la inducción ordinaria por m. 
Efectuemos dicha inducción detalladamente. Suponga- 
mos que para cierto m ya se ha demostrado que 


mtrt.. Him 
m 2 
A a a (4) 
y que examinamos un sistema de 2”*! números positivos 
Tiy Pos -aay Tome 
Está claro que 
amri 


ES 


Vara 
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Utilizando la desigualdad (4) y la desigualdad análoga 
+ 


$i ETENE 
m, 20414 qe 
Y Tomas 2. Lam < 
obtenemos 
gm y —_—. y. nt.. tom Tomy, t Zomet 
Tyas Tymi S O i laMa 


y. según el teorema del § 14, hallamos 


yae tymp Fm 
2 


po am s 
A g HeH Ramh 
7a + zm 
< - $ 
de donde resulta que 
q H m 
Zio Bgm S TT 


Así pues, ha sido demostrada la desigualdad (4) para todos 
los m enteros positivos. 

Supongamos ahora que n no es un número del tipo 2”. 
Entonces elegiremos un m lo suficientemente grande que 
resulte 

2>n. 
Admitamos que 
a e A 
n 


y agreguemos a nuestros nÚmeros Tı, Ta, - - ., Zn, los núme- 
ros 2% —n 
Cam =Å, TnS, +...» Lam=d4. 


En este caso, de acuerdo a lo demostrado 


A 
Y Li o. Tai e «> Em < 


ahora 


2m z 


< 


De aquí 


Va APS Espuma, 
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Pero, puesto que 
Iit tat... In = nA, 
resulta que 


abad MAMA y 


am, 
Por consiguiente, la desigualdad anterior toma la forma 
Y a ATKA, 
de donde, después de elevarla a la potencia 2m, 
Ejip O 


y, por lo tanto, 


y O 
es decir, 
Vin 2. KAS btt 


Para finalizar la demostración del teorema queda por 
comprobar el hecho de que en la desigualdad (3) figura el 
signo de igualdad cuando, y solamente cuando 

Qu ms 
La primera de estas afirmaciones es obvia. Efectivamente, 
si tı = Ta =... = Z, = a, ambos miembros de la desi- 
gualdad (3) serán precisamente iguales a a. Demostrar la 
segunda afirmación es algo más difícil: si en la relación (3) 
figura el signo de igualdad, entonces 
A A 


Demostraremos este hecho partiendo de la demostración a 
la inversa. Siendo así, supongamos que 


Y ta... En Sad 


aunque no todos los números tı, Ts, ..., Zp Son iguales. 
Puesto que la numeración de éstos depende de nosotros, 
podemos admitir que 

Ty E Za. 


Examinemos otro conjunto de números 


Yir Ya Ls Ta -- > Tur 
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en el que todos los números, comenzando desde el tercero, 
son los mismos que en el conjunto inicial Zy, Zg, Zas >.» La 
y donde 

PEZA 

e 


U=Y= 


Es evidente que y, -+ Ya = 2, + 22 Y, por consiguiente, 
Yabvadhasd-- hdp 2d te daa dc e ttn 


n n 


Así pues, también 
Si à 
A TEN A 


Pero, en virtud de la desigualdad (3) ya demostrada, 
E ta , 
lo que, en unión con la igualdad anterior, nos da 


= e a 
V YY.. En S Y Titty Ey 


y, por lo mismo, 


YYa < Tf. 


Esta última correlación contradice el teorema del $ 14 
ya que, de acuerdo con éste, el producto de dos factores 
iguales y,y, debe ser estrictamente mayor que el producto de 
dos factores diferentes cuya suma es igual (Y, + Ya = % + £3). 

El teorema está demostrado totalmente. 

$ 18. Del teorema demostrado se deduce la posibilidad 
de resolver los dos problemas que se examinan en el párrafo 
presente. 

PROBLEMA 12, Se requiere descomponer el número positivo 
A en n factores positivos de tal modo que el producto de éstos 
sea el máximo. 

SOLUCIÓN, Sopongamos que los números Tı, Te, . . . Tn 
son positivos y que 


atra +... tm =A. 
Entonces, de acuerdo con el teorema del $ 17, tenemos 
Lila... <(4,) n. 


301669 
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e S 


Así pues, ninguna selección de los factores logra un 


n 

producto mayor que A . Por otro lado, cuando z, = 
n 1 

= t=... =I, £, es obvio que se obtiene un pro- 


ducto igual a (2). Entonces, todos los factores que bus- 


camos deben ser iguales entre sí. 

Según el teorema del $ 17 esta solución del problema es 
la única posible. 

PROBLEMA 13. Se requiere descomponer el número positivo 
P en n factores positivos de tal modo que la suma de éstos sea 
la mínima. 

La solución es análoga a la del problema 12, Precisa- 
mente, si 


según el teorema del $ 17, resultará 
tittat... tnn P. 


Quiere decir que ninguna selección de los factores logra una 
suma inferior a nj/ P, y puesto que con 


ne=a=...=1=YP 


la suma que se obtiene es igual a nj/P, todos los factores 
que buscamos deben ser iguales entre sí. 

Aquí también la solución hallada es la única posible. 

$ 19. Valiéndose de los resultados del $ 18 se pueden re- 
solver también toda una serie de problemas concretos. Cita- 
remos varios ejemplos. 

Las soluciones de los problemas obtenidas a continuación 
y examinadas en todos eslos ejemplos, son las únicas posibles. 
Esta circunstancia se deriva fácilmente de lo expuesto an- 
teriormente y no volveremos a tratarla más. 

PROBLEMA 14. Inscribir en la esfera dada un cilindro de 
volumen máximo. 

SCLUCION. Conservando las designaciones del $ 11 tene- 
mos la expresión del volumen que nos interesa en la forma de 


V = nh. 
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Pero, como ya vimos en el $ 11, 


h=2Y RP 
Entonces, 
V = nP y PF. 


Admitiendo que z = ga Va obtenemos: 
z= r (R — rò), 


adquiriendo z su valor máximo con el mismo r con el que lo 
adquiere V. Ya que 


y2 
(q (RPP), 


resulta que + z es el producto de tres factores cuya suma es 


igual a R?. Así pues, el valor máximo de z será el que corres- 
ponda a un r que cumpla la relación: 


R 
J=y=RP=r. 


r=ry 1. 


$ 20. proBLEMA 15. Inscribir en el cono dado un cilindro 
de volumen máximo. 

SOLUCIÓN. Conservando las designaciones del $ 12, 
tenemos la expresión del volumen que nos interesa en la 


forma de 
V = arh. 
Pero, como vimos en el § 12, 
H 
h=- (R—r). 


De ahí, 


Entonces 
V=a Ln (R—r). 
R 
El valor máximo de V se obliene con el mismo r con el 
que la función 
nor 
2=3 3 rh 
gr 
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A 


que es el producto de tres factores cuya suma es constante, 
alcanza también su valor máximo. Por lo tanto, Zmá4x Se 
logra cuando 


rr 
3=3=R—r, 


es decir, cuando r = 4 R. 

$ 21. PROBLEMA 16. Inscribir en la esfera dada un cono 
de volumen máximo. 

SOLUCION. Designemos por R el radio de la esfera y por r 
y h, respectivamente, el radio de la base y la altura del cono. 


De la fig. 10 es evidente quer = AB es la media proporcional 
entre los segmentos BD y BC. Pero 


BD =h, BC=2R—h, 
Por lo tanto, 
r? = h (2R — h). 


Pero como el volumen que nos interesa es 
V= narh, 
3 
entonces 


V= R (2R—h). 
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Introduciendo en lugar de V la función 


h 
«g QR—Ah), 


que simultáneamente con V adquiere su valor máximo, vemos 
que Zmax se alcanza cuando 


h 
3=3=2R=h 
es decir, cuando 
14 
hæg R 


$ 22. prosLema 17. Sobre el centro de una mesa redonda, 
una lámpara está colgada de una polea. ¿A qué altura se debe 


FIG. 11 


situar ésta para obtener iluminación máxima en los bordes de 
la mesa? 

sonución. Introducimos las designaciones de la fig. 11. 
Del curso de física se sabe que la intensidad luminosa T 
en el punto A se expresa por la fórmula 


I= kit 
=k > 


donde > es un coeficiente constante de proporcionalidad. 
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Señalando que el 


cos q= D 
obtenemos 
k 2 
I=3 sen p-cos?p. 


Examinemos en lugar de 7 la magnitud 


z=% P. 


Es obvio que Zmáx € / máx Se obtienen simultáneamente. 


como 4 
z = sen? p-cost p, 
resulta que 


=(1—cost q) LE. 


1 
7 


y el valor máximo de z se alcanza si 


cos? p 
q 


cos? p 
2 


1— cos g= 


es decir, cuando el 


cos v=y/ 1 


Para esle y 


iges- 


y, presto que 
h=r1tg89, 


la altura que buscamos es 


ho=r 2 = 0,7r- 


Pero 
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$ 23, prosiema 18. Se tiene una chapa rectangular de 
hojalata con dimensiones de 80 cm X 50 cm. Se quiere recortar 
en todos los ángulos de la chapa cuadraditos iguales de modo 
que después de doblar los bordes que quedaron, se obtenga una 
caja abierta de capacidad máxima. 

SOLUCIÓN. Nesignemos por zel lado del cuadradito que 
cortamos (fig. 12). No es difícil ver que el volumen V de 
la caja que obtenemos será 


V = z (80 — 21) (50 — 25). 


Es evidente que el intento de hallar Vnsz sustituyendo V 
por z = 4z (80 — 2z) (50 — 2x), con la sucesiva igualación 
entre sí de los tres factores, no será exitoso, ya que la ecua- 


ción 
80 — 2z = 50 — 2r 
es insoluble. 
Procederemos de otra manera, introduciendo en el último 
factor cierto multiplicador constante k cuya elección preci- 


FIG. 12 


saremos más tarde. Así, en lugar de V vamos a examinar la 
magnitud 


kV = z (80 — 22) (50k — 2kx). 
Aquí la suma de los factores no será una magnitud cons- 


tante y, por eso, complementariamente, multiplicaremos el 
primer factor por (2k + 2). Entonces, en lugar de Y, anali- 
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zareros Ja función 


z = (2% + 2) z] 180 -— 27) 150k — 2kx]. 


En este caso, cualquiera que sea la elección de k, la suma 
de los factores será constante e igual a 80 + 504. Por consi- 
guiente, la función z (y con ella también V) dquirirá su 
valor máximo cuando 


(2k + 2) z = 80 — 27 = 50k -— 2kz. 
De tal forma, para hallar z, tenemos dos ecuaciones; 


(2k + 2) z = 80 — 2z, 
{2k + 2) z = 50k — 2k. 


Estas ecuaciones tinen las soluciones siguientes: 
ae a pan 
k42’ 2k47 


Para que el problema sea soluble, estos valores de z deben 
coincidir, es decir, debe cumplirse que 
40 25k 
HIST (5) 


En este caso nos ayuda la circunstancia de poder elegir 
libremente el número k. Escogeremos k de modo que se 
cumpla la condición (5). Para ello es necesario considerar 
(5) como una ecuación que determina k. Al resolver esta 
ecuación hallamos dos valores para k: 


k=2, ki=-—Í. 


Mas para k son inadmisibles valores negativos. Efectiva- 
mente, por el sentido del problema, el factor 50—2zx, que 
entra en la composición de V, debe ser positivo. Por otra 
parte, para que al hallar Zmáx sea posible utilizar el «proce- 
dimiento de igualación de los factores», hay que estar seguro 
de que todos los factores son positivos. En particular, debe 
«ser positivo el factor 


SO —Lkz == k (50—21). 
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Empero las expresiones 
k (50 — 2z) y (50 —2x) 


pueden ser simultáneamente positivas sólo si k es positivo. 
De esta manera, para k se debe elegir el valor 


k= 2, 
Con esta elección de ķ el valor de z es 
z= 10. 
Esta os la solución del problema, 


CONCLUSION 


Como hemos visto, con el auxilio de procedimientos al- 
gebraicos elementales, se puede resolver cualquier problema 
encaminado a calcular los valores extremos del trinomio 
cuadrático 

y = az + bz +c. 


En los casos en los que el problema se reduce al cálculo 
de los valores máximo o mínimo de una función de carácter 
más complicado, únicamente logramos la solución total con 
la ayuda de procedimientos artificiales elegidos para cada 
problema particular. 

Es lógico preguntar si, en general, existen procedimientos 
universales para hallar los valores extremos de funciones de 
cualquier índole, que no sean trinomios cuadrálicos. 
Semejantes procedimientos existen pero, como ya se dijo 
en la «Introducción», para su estudio se requiere el conoci- 
miento de las matemáticas superiores. 


SUMA DE CANTIDADES 
INFINITAMENTE PEQUEÑAS 


PREFACIO 


El estudio del cálculo integral es bastante difícil, ya que en su 
forma actual este cálculo es el resultado del entrelazamiento mutuo 
de una gran cantidad de ideas muy diversas. 

Sin embargo, el concepto fundamental del cálculo integral (que 
de hecho remonta a la antigüedad), es decir, el concepto del límite 
de la suma do un número ilimitadamente creciente de sumandos que 
decrecen ilimitadamente, es muy simple y natural. 

La asimilación de este concepto no paige gran propárgolón y a 
Su vez, es muy útil, ya que crea la posibilidad de resolver una serie 
de problemas importantes de la geometría y de la física, permito asi- 
milar más profundamente la idea del límite y sirve de magnífica intro- 
ducción al estudio sistemático de la matemática superior, 

En el presente libro se explica en qué consiste el concepto men- 
cionado y cómo se utiliza este último para resol ver diversos problemas 
concretos. El material comprendido en este libro representa en sí las 
conferencias, ampliadas y perfeccionadas, que reiteradamente ofrecí 
a los escolares leningradenses do los novonos y décimos grados. 


El Autor 


$ 1. ALGUNAS FORMULAS 
DEL ALGEBRA 


4. En la exposición ulterior necesitaremos ciertas fórmu- 
las que, aunque están relacionadas con el curso de áJgebra, 
no siempre se explican en la escuela. Estas fórmulas dan la 
expresión de las sumas de tipo 


Sp EP EP HPH P 
donde p significa un número entero positivo. A nosotros nos 
será necesaria la expresión de las sumas Sp solamente para 
valores pequeños de p: 
p=1,2,3. 
Deduciremos las expresiones indicadas. 


2. Suma de los términos de la serie natural. Hallemos 
ante todo la suma 


S, =142+3+...+n. 
Esta es la suma de z términos do la progresión aritmética 


cuyo primer término a, = 1 y su diferencia d = 1; por esto, 
su magnitud puede sor determinada con ayuda de la conocida 
fórmula del álgebra: 
S= aein, (1) 

Mostraremos otro procedimiento de determinación de la 
fórmula (1) que, aunque es algo más complicado, es en cam- 
bio aplicable con éxito al hallar cualquier suma Sp. 

Tomemos la conocida igualdad 

(+ 19 =P? + 2n44 

y sustituyamos sucesivamente en ella n por n — 1, después 


por n —2, y así hasta que no lleguemos a la unidad. Como 
resultado obtendremos una serie de igualdades: 


(n4+ 1) =n2+2n +1 
=(n—1)?4+2(n—-1)+1 | 
(n—1=(n—22+2(n—2) +4 
ER e 
Sumemos todas estas igualdades. Con esto prestaremos 
atención al hecho de que la columna de los términos del pri- 


(2) 
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mer miembro estará compuesta casi de los mismos términos 
que la columna de los primeros términos del segundo miem- 
bro. La diferencia entre estas columnas consiste en que en el 
primer miembro falta el término 1?, que es el último en la 
columna del segundo miembro, y figura (z + 1)?, que no 
existe en el segundo miembro. 

En virtud de esta observación se ve que, después de eli- 
minar los términos iguales, en ambas columnas obtenemos: 


(n +1) = ET mt) Honn 2A 
+++... +1 


El número de términos en las segundas llaves es igual 
al número de filas en las igualdades (2), es decir, es igual a n, 
así es que toda esta llave es igual a n. Señalaremos a conti- 
nuación que si sacamos fuera de las primeras llaves el factor 
común 2 resultará ser que entre éstas queda precisamente 
la suma S,. Si sustituimos 1? por 1 hallaremos que 


(n + 1)? = 1 + 28, +n. 


De aquí sigue que 
2S, = (n + 1} — (n + 1) = (n + 41) i(n + 1) — 1} = 


y, definitivamente, 
_ n(n+1) 
si 


así es que de nuevo obtenemos la fórmula (1). 

3. Suma de cuadrados. Apliquemos el procedimiento 
que acabamos de indicar para hallar la magnitud de la suma 
de los cuadrados de los primeros n números enteros posiLivos, 
es decir, la suma 


S= PHHH... Hn. 
Para ello, en la igualdad 
(n-p 1)! == n? l- 3n? + 3n + 4 


sustituiremos sucesivamente n por n — 1, por n — 2, olc, 
hasta que no lleguemos a la unidad. Esto nos conducirá a 


4 


una serie de igualdades: 


(+1) =n 4 3n* + 3n +44 ] 
r=(1—1P+3(n-1)4+3(n—4) +1 
(n— 1) =(1—2)%+ 3 (n—2)* +3 (n—2) +1 (3) 


ws y E ASES 


Sumemos todas estas igualdades, Como en el caso anterior, 
también podemos realizar simplificaciones considerables; 
precisamente, de la columna de los términos del primer 
miembro desaparecerán todos los términos excepto el pri- 
mero, es decir, excepto (n -+ 1)”, y de la columna de los 
gTa términos del segundo miembro desaparecerán todos 
os términos excepto el último, es decir, excepto 1?. 

Después, si sacamos el factor común 3 de la columna de los 
segundos términos del segundo miembro es evidente que pre- 
cisamente quedará la suma Sp, que es menester hallar. De 
manera análoga la columna de los terceros términos del 
segundo miembro nos da la suma triple S,, que ya hallamos 
más arriba. Si advertimos, además, que el número de filas 
en (3) es igual a n, hallaremos 


(n + 4) = 1 +38, + 35, + n. 


Sustituyendo ahora 1* por 1 y S, por su expresión (1) obten- 
dremos 


(41143543 40D hn, 

De aquí 

38, = (2419 —Fn(n4 1) (044), 
ó 

35=(2+0[0+09—In14]=0(0410) (+4). 
Así pues, 
35 HEED rD, 

Definitivamente tenemos: 


$,= EEO en 3 o) 
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4. Suma de cubos, Absolutamente del mismo modo, 
partiendo de la igualdad 


(n + 1! = n +48 +6 t hni, 
llegaremos al sistema de igualdades: 
(n+1)=n*+4n34 bnn A, 
n =(n—1) +4 (0-19 +6 (n—1)} +4 (n—1) +1, 


2 = 1144-134 6-124-4-1 41. 
Después de sumar y efectuar las simplificaciones adecuadas 
hallaremos: 
(n + 1 = 1 + 45,4 68, + 48, + n. 


Sustituyendo las sumas $, y S, por sus expresiones (1) 
y (4) ya halladas y efectuando todos los cálculos que, sin 
duda, se pueden consentir al lector, obtendremos también 
una expresión para la suma Sy: 

2 j2 
s HEEE. (5) 

De manera análoga se pueden hallar las sumas Sy, S5, 
etc. 

5. Aunque osto no tiene relación directa con el tema de 
este libro, no podemos pasar sin referirse a un corolario muy 
curioso de las fórmulas (1) y (5). Exactamente, de la compa- 
ración de estas fórmulas se ve que 

S,=S,, 
o, más detalladamente, 
E A AS E 
Por ejemplo, 
PL+2=9 y (14+2*=9, 


142-338 y (14 243) = 36, 


ó 

ó 

PDA y (1+2+3-1 4) = 100. 
La igualdad (6) es aún más interesante ya que para Valo- 

res arbitrarios de los números a, b, . . ., k, como es fácil con- 
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vencerse, no existe en absoluto una igualdad más general que 
A E SA 

6. El símbolo >. Las fórmulas (1), (4) y (5) también 

se pueden escribir de otra forma si se hace uso del símbolo Y), 

muy difundido en las matemáticas. Justamente, si tenemos 

una serie de términos designados por una misma letra, por 

ejemplo a, pero marcados con signos en esta letra para poder 

diferenciarlos entre sí: 4, + ag + aa +... + an, ontonces 
la suma de estos términos se designa con el símbolo 


> Ch, (1) 
kai 


donde a, significa que el término típico de esta suma es a 
con cierto signo, y por encima y por debajo del símbolo de 
sumar )) se indica que el signo en la letra a recorre todos los 
valores enteros desde 1 hasta n. El mismo símbolo >) es la 
letra mayúscula griega sigma. 

Con ayuda del símbolo >) las sumas S}, Sg, Sa pueden 
ser expresadas así: 

n E 
S= 2h S= Ye, S= 216, 


n= 


y las fórmulas (1), (4) y (5) adquieren el aspecto”: 


3 fa sean, (8) 
5 Pa metit (9) 
h=1 

3 ba PUE |, (10) 


> Nosotros consideramos que el lector estudia 
este líbro «con el lápiz en la mano». Si no fuera así recomendamos 
escribir las fórmulas (8), (9) y (10) en una hoja de papel y tenerlas a 
la vista en lo sucesivo. 


4—01669 
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7. Algunas propiedades del símbolo >). Señalaremos 


además algunas propiedades del símbolo de sumar Y. 
4) Si cada uno de los términos es de por sí la suma de dos 
otros términos su suma también se descompone en dos sumas. 
Exactamente: 
n n n 
7 (atd) = 2% at 2 br. (11) 


K= kat 


Para la demostración de la igualdad (11) es suficiente 
escribir su primer miembro en forma desarrollada: 


(01 + bi) + (07 + da) +... + (a, + da), 
que, evidentemente, se puede volver a escribir así; 
(A+ a+... + an) + lb + bat.. 05), 
y esto es precisamente el segundo miembro de la igualdad (11). 


2) Si todos los términos de la suma tienen un factor co- 
mún éste se puede oxtraer fuera del símbolo de la suma: 


= n 
Y cap=c Y) az. (12) 
ba K 


3) Si todos los términos a, son iguales a una misma mag- 
nitud a, entonces su suma es igual a esta misma magnitud 
multiplicada por el número de términos, 


a=na. (13) 


Esta propiedad también puede ser fácilmente demostrada 
por el lector. En vista de la extraordinaria simplicidad de 
las propiedades señaladas del símbolo >) en lo sucesivo hare- 
mos uso de él sin mencionar esto especialmente. 
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$ 2. CALCULO 

DE LA PRESION 
DE UN LIQUIDO SOBRE 
UNA PARED VERTICAL 


8. Presión sobre la pared de un recipiente, Supongamos 
que ante nosotros se encuentra un recipiente rectangular 
lleno de agua; sus dimensiones se indican en la fig. 1. Plan- 


FIG. 1 


teemos el problema de hallar la presión” P del agua sobre la 
pared delantera del recipiente. 

Pars resolver este problema se deben recordar algunas 
leyes de la hidrostática. 

9. Si cierta superficie horizontal se encuentra debajo del 
agua, resulta ser que la presión de ésta sobre la superficie 
es igual al peso de la columna de agua que se apoya en ella, 
es decir, de la columna cilíndrica que tiene por base dicha 
superficie y por altura, la profundidad a la que ésta se en- 
cuentra sumergida. Puesto que se trata del agua, cuyo peso 
específico es igual a la unidad, el peso de la columna men- 


b Aquí y en lo sucesivo, al hablar de «presión», 
se tiene en cuenta toda la fuerza con la que el, agua presiona sobre 
la pared, y no la luerza calculada para una unidad de smperficie (es 
decir, no la presión específica). 


qe 
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cionada es igual al volumen de ésta, es decir, es igual al 
área de la superficie multiplicada por la profundidad de su- 
mersión. De tal guisa, este producto da precisamente la 
magnitud de la presión sobre la superficie horizontal. 

Si la superficie que se encuentra debajo del agua no es 
horizontal, entonces sus diversos puntos se encuentran a di- 
ferente profundidad, y no se puede hablar respecto a la pro- 
fundidad de sumersión. Pero, si esta superficie es muy pequeña 
entonces, con aproximación, se puede considerar que todos 
sus puntos están sumergidos a una misma profundidad, y 
denominar a ésta profundidad de sumersión de la “propia 
superficie. 

Supongamos que tenemos semejante superficie muy pe- 
queña sumergida en el agua; calculemos la presión sobre ella. 
Con este fin vamos a imaginar que giramos la superficie 
alrededor de uno de sus puntos de tal manera que tome posi- 
ción horizontal. Puesto que en el interior del líquido la 
presión se transmite en cada punto de éste igualmente en 
todas direcciones, y puesto que las dimensiones de la super- 
ficie son muy pequeñas, la operación del giro que señalamos 
apenas hace variar la presión sobre la superficie. Simultá- 
neamente, ya es aplicable a la superficie, en su nueva posi- 
ción horizontal, la ley de cálculo de la presión que anterior- 
mente indicamos. Como el proceso de giro de la superficie 
no varía ni el área de ésta, ni su profundidad de sumersión 
(lo últimó porque la superficie es muy pequeña), podemos 
enunciar semejante afirmación: la presión sobre una super- 
ficie pequeña que se encuentra sumergida en el agua es igual al 
área de esta superficie multiplicada por la profundidad de su 
sumersión. 

Esta regla no es del todo exacta, sino aproximada, y pro- 
porciona un resultado tanto más exacto cuanto menor es la 
superficie que examinamos. 

10. Una vez establecida esta ley volveremos al problema 
planteado más arriba. La pared delantera del recipiente no 
es muy pequeña y, por consiguiente, directamente, la ley 
establecida es inaplicable a ella. Para que, a pesar de esto, se 
pueda aplicar esta ley procederemos de la manera siguiente, 

Tomemos un número muy grande n y dividamos la pared 
en n bandas iguales horizontales (fig. 2), la anchura de cada 


cual es Lh, 
n 
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Examinemos ahora una de estas bandas «elementales», por 
ejemplo, la k-a de arriba. Esta es muy estrecha y podemos 
considerar que todos sus puntos yacen a una misma profun- 
didad. Entonces!) la presión sobre ella se calcula con ayuda 
de la ley de p. 9. 

El área de la superficie es igual al producto de su longi- 


tud a por la anchura a, es decir, es igual a Lar. Para 


HIILI HAHI IIIIIEIIL ALILIA TILISHI RI LR LIZA LCR $ ZA 


FIG. 2 


obtener la presión «s menester multiplicar este número por 
la profundidad de sumersión de la banda. Para la k-a banda 


de arriba esta profundidad es igual a E w, De tal guisa, 


la presión P, sobre la k-a banda (presión «elemental») es 
igual a 


la deducción de la ley de la 
resión vemos que para su justeza se requiere solamente que todos 
los puntos de la superficie se encuentren (aunque sea aproximada- 
mente) a una misma profundidad. Por esto la ley es aplicable a una 
handa estrecha horizontal, aunque, debido a su longitud, no se puede 
considerar que ésta es «pequeña». 


D La magnitud E, es la profundidad del borde 


inferior de la k-a banda, pero, puesto que desatendemos de la dife- 
rencia existente entre la profundidad de los diferentes puntos de la 
banda, admitimos que esta magnitud os la profundidad de sumer- 
sión de toda la banda. En lo sucesivo tendremos que ver reiteradas 
veces con situaciones semejantes. 
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Para calcular la presión P sobre toda la pared es necesario 
sumar las presiones sobre las bandas aisladas, lo que da 


h z 
ye ah? 

Pag Ip ó PA 

k=l h=i 


Empleando la fórmula (8) podemos representar a la presión 
P así; 

al ninti) 

+A HA, 


P 
o también así: 
ah? 1 
a 
de donde, en resumen, 


2 2 
h as 

Sin embargo, la expresión de la presión que acabamos de 
hallar no es absolutamente exacta. Es que en realidad, aun- 
que las bandas son muy estrechas, incluso en los límites de 
una banda los diversos puntos yacen de todas maneras a 
diversas profundidades. No obstante cuanto más estrechas 
sean las bandas que tomamos tanto más exacta será la ex- 
presión. 

Así es ade si aumentamos cada vez más y más el número 
n obtendremos de la (14) expresiones para la presión P que 
serán más y más exactas. De tal guisa, el valor real, exacto, 
de la presión es el límite), hacia el que se aproxima la 
magnitud 


P=: 


de | de i 


2 2 F 
cuando n crece ilimitadamente. Pero, como se ve claramente, 
á 1 E 
con el aumonto de n el número FERI conjuntamonte con él 


$ h2 a 
también $ . 1, se hace cada vez menor y menor, aproxi- 


D Recordaremos que se denomina límite de la 
magnitud' variable zp al número constante 1 que tiene la propiedad 
de que la magnitud absoluta de la diferencia `z, — l, para todos 
los valores suficientemente grandes de n, rosulta ser menor que 
cualquier número positivo dado cou anterioridad, 
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mándose a cero. Por esto, el límite de la magnitud + 


2 . Pen 2 5 
+ > x 2 es el primero de sus términos ES , que precisa- 
mente nos da la expresión absolutamente exacta de la presión 


P= 


De osta forma el problema queda resuelto. 

11. Presión sobre una compuerta triangular. Plantecmos 
ahora otro problema de este mismo género. 

Por ejemplo, tratemos de calcular la presión del agua 
sobre una compuerta triangular bajada en ésta verticalmente 


=p 


FIG. 3 


de tal manera que la base del triángulo se encuentra al nivel 
de la superficie libre del líquido (fig. 3). 

Para resolver este problema, partiendo de los razonamien- 
tos formulados detalladamente en.e} punto anterior, aquí 
también dividiremos la compuerta en n bandas horizontales 


muy estrechas (bandas «elementales», de tr de ancho de 


cada una y calcularemos la presión: total como la suma de 
las presivnes sobre cada banda. 
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Tomemos una banda aislada, la k-a de arriba, y calcule- 
mos la presión sobre ella. Despreciando el ancho de la banda 
podemos considerar que todos sus puntos se encuentran a 


una misma profundidad igual a En. La presión «elemental», 


es decir, la presión P, sobre la banda con número k, se ob- 
tendrá multiplicando esta profundidad por el área de la 
banda. Este área puede ser calculada como el área de un 
trapecio. Pero, evidentemente para una banda estrecha, se 
puede considerar con alto grado de exactitud que su forma 
es rectangular. Esto simplifica el cálculo del área. Es cierto 
que aquí tiene lugar cierto orror, pero éste es tanto menos 
perceptible cuanto más estrecha es la banda, y nosotros ya 
sabemos por el ejemplo anterior que de todas maneras tene- 
mos que disminuir ilimitadamente el ancho de las bandas, 
así que el error indicado no influirá sobre el resultado defi- 
nitivo. Aquí chocamos con una idea de carácter muy general 
que regularmente se utiliza al resolver problemas muy diver- 
sos: al calcular un término elemental prestar mayor atención 
a la simplicidad de su expresión desatendiendo de las partes de 
este término para lograr dicha simplicidad, con tal de que las 
partes de las que desatendimos sean ínfimamente pequeñas en 
comparación con aquello que se tomó en consideración. Con 
ayuda de la teoría de los límites se podría haber enunciado 
este principio de manera más exacta y estricta cosa que, 
sin embargo, no haremos teniendo en cuenta que la esencia 
del asunto se aclarará lo suficiente en los ejemplos ulteriores, 

Admitiendo a la k-a banda por un rectángulo hallaremos 
el área de éste como el producto de su longitud por su anchura. 


La anchura, como es obvio, es S h, y la longitud 2, (el signo % 


indica que precisamente se lrata de la k-a banda) se calcula, 
como se ve en la fig. 3, de la similitud de Jos triángulos 
mediante la proporción 


lia=(n—E h) ih, 


de donde l = (1 — 5) a. 
De tal manera, el área de la banda es 


(¿Jota 
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y la presión sobre ella 


ah? k 
P= (1—8). 
Toda la presión se hallará sumando las magnitudes cal- 
culadas 


E h n j P m” 
P=) (1-4), ó PENN 
h=1 h=1 k=l 


Empleando las fórmulas (8) y (9) podemos dar a esta 
expresión la forma 
ahè n(n+1) ah? n(n+44)(2n+1) 
a ii 


o, lo que es igual 
pet) (1+t) (244), 


Esta expresión de la presión es aproximada y su precisión 
es tanto mayor cuanto mayor es el número n. Por lo tanto, 
para hallar la magnitud exacta de Ja presión, es menester 
aumentar ilimitadamente z en el segundo miembro de esta 
igualdad, y hallar el límite de este segundo miembro. Puesto 
que el aumento del número n lleva tras sí la aproximación 


a cero del quebrado 1 los factores 1 Foy 241 se 


aproximan correspondientomente a 1 y a 2; por esto (basándo- 
se en el teorema referente al límite del producto y de la 
diferencia) toda la expresión escrita más arriba tiene como 
e Ps ah? ah? 
límite el número E 

De tal modo, 


y, definitivamente, 
ale 
P= E 
Esta es la magnitud ezacta de la presión. 
12. Calculemos la presión sobre una compuerta vertical 
de la misma forma, pero que se encuentra sumergida de tal 
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manera que su vértice se encuentra al nivel de la superficie 
del agua mientras que la base es paralela a esta última 
(fig. 4). 

Dividiendo la compuerta en bandas horizontales de 2 h 
de ancho, y admitiendo que cada una de estas bandas es un 


TEDEZ III III III IE 090Í0, 


FIG. 4 


rectángulo, hallaremos la longitud de la k-a banda por la 
similitud de los triángulos 


$ 
l:a=>h:h, 


de donde ly, = Ea 
n 
De aquí el área de la banda es igual a i ah y, puesto que 


n ii k se 
la profundidad de su sumersión es 3» la presión elemental 


es igual a 


kè 
Pe a 
P= 73 alt, 
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La presión total se obtiene sumando todas las presiones 
elementales 


n n 
k ah? 
P=) -z str Y e. 
A=1 h=1 
Con ayuda de la fórmula (9) volveremos a escribir P as 


p 22, nati) nt) 
¡E AAA 
n 


ah? 1 1 
14) (2+7) 

La expresión exacta se obtiene de aquí por transición 
al límite cuando n crece ilimitadamente; para hallar este 
límite se deben repetir los razonamientos expuestos al final 
del p. 11. No entrando ya en detalles solamente indicaremos 
que el límite incógnito se halla desechando en los paréntesis 


del término z, lo que definitivamente da 
P=- 


13. Presión sobre un semicírculo. En los ejemplos exami- 
nados, como es obvio, se desarrollaba una misma idea. Esta 
consistía en la división de la presión incógnita P en térmi- 
nos elementales Pa. El cálculo de un término se efectuaba 
de manera simple (despreciando la diferencia entre las 
profundidades de los diversos puntos de una banda, supo- 
niendo que la banda es de forma rectangular), lo que per- 
mitió hallar P, sin dificultad. Después de esto se sumaban 
todas las presiones elementales y se hallaba el límite de la 
suma obtenida al crecer n infinitamente. Con esto, para 
hallar el límite de la suma, utilizabamos las fórmulas (8) 
y (9) del $ 1. No obstante, sería un error el pensar que la 
resolución de problemas con el procedimiento señalado con- 
duce a las sumas simples del $ 1; al revés, muy frecuente- 
mente llegamos a sumas mucho más complicadas. Ilustra- 
remos esto con un ejemplo. Exactamente, procuraremos 
calcular la presión sobre una compuerta semicircular (fig. 5) 
instalada verticalmente en el agua de tal manera que la 
superficie libre del líquido coincide con el diámetro del 
semicírculo, 
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Empleando los razonamientos ya expuestos dividimos 
la compuerta en bandas de la de anchura, donde R es 
el radio del semicírculo. Aquí también admitimos a cada 


CE 


TN 


FIG. 5 


una de las bandas por un rectángulo. Su longitud se calcula 
con ayuda del teoréma de Pitágoras: 


yr En 


En este caso el área de la banda es 


a 


2R2 
OS 
y la prosión elemental es igual a 


Py E. 


La oxpresión aproximada de la presión total es la suma 


à A 
P= J ky aE, 6 Pe z kV E, 
kei 


y su magnitud exacta cs el límite de esta suma cuando n 
crece infinitamente. Advertiremos que, en verdad, a noso- 
tros nos interesa no la propia suma, sino su límite. 
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Así pues, 
a 
P=2R° iim [5 > VAZE], (15) 
k=l 


donde el símbolo lím precisamente significa límite. 
Por consiguiente, el problema quedaría totalmente re- 
suelto si pudiésemos hallar el límite 


1 [4 3 y ET]. (16) 


kei 


Sin embargo, nosotros no sabemos todavía cómo calcular 
este límite y, por lo tanto, tampoco podemos resolver el pro- 
blema que planteamos. Más abajo, en el punto 23, daremos 
un procedimiento para calcular el límite (16) y resolveremos 
este problema. 


§ 3. CALCULO DEL 
TRABAJO PARA EXTRAER 
UN LIQUIDO 
DE LOS RECIPIENTES 


14. Extracción del agua de una caldera cilíndrica. En 
este párrafo examinaremos un tipo de problemas que están 
relacionados con otra rama de la física, pero cuya resolución 
se efectúa con ayuda del mismo método de división en un 
número ilimitadamente creciente de términos que decrecen 
infinitamente, o, como se dice, de términos infinitamente 
pequeños. 

En calidad de ejemplo típico examinaremos el problema 
siguiente. Sea así que en la caldera cilíndrica (fig. 6) haya 
agua. Supongamos que la extraemos con ayuda de una bomba. 
Se requiere calcular el trabajo que se gasta para extraer 
todo el agua. 

Recordemos que se denomina trabajo gastado en el movi- 
miento de una partícula material al producto de la fuerza, 
aplicada a dicha partícula, porla trayectoria que ésta describe, 
Volviendo a nuestro problema vemos que, para extraer 
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una partícula de líquido de la caldera, es suficiente elevar 
la partícula hasta el borde de ésta, ya que después, bajo el 
influjo de la fuerza de la gravedad propia, la partícula se 
derramará do la caldora por sí misma. De tal modo, el pro- 
blema se reduce a calcular el trabajo que es necesario gastar 
para elevar sucesivamente todas las partículas del líquido 
hasta el nivel de los bordes de la caldera. 


FIG, 8 


Con esto, como es obvio, cada partícula describirá una 
trayectoria igual a la profundidad de su sumersión en la 
caldera. Puesto que la fuerza que se necesita superar durante 
la elevación es precisamente el peso de la partícula, resulta 
ser que el trabajo de elevación de una partícula es igual al 
producto del peso de la partícula por la profundidad de su- 
mersión de ésta. Como se trata del agua, cuyo peso específico 
es igual a la unidad, el peso de la partícula numéricamente 
es igual a su volumen y, por consiguiente, el trabajo de eleva- 
ción de una partícula de agua es igual al producto del volumen 
de esta partícula por la profundidad de su sumersión. 

Ya que en la caldera las diversas partículas del líquido 
se encuentran a diferente profundidad nosotros no podemos 
emplear directamente el principio señalado para el cálculo 
del trabajo. 
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Pero, para tener la posibilidad de poder basarse en este 
principio, procederemos de manera análoga a cómo procedi- 
mos al resolver los problemas del párrafo anterior. Exacta- 
mente, dividamos la altura H del cilindro (fig. 6) en n partes 
de iH de longitud de cada una y tracemos por los puntos 
de divisiones planos paralelos a las bases del cilindro. Estos 
planos cortarán todo el espesor del agua en n capas «elemen- 
tales». Aproximadamente se puede considerar que, en los 
límites de una capa, todas las partículas del liquido se 
encuentran a una misma profundidad. Por esto, haciendo 
uso del principio señalado anteriormente, podemos calcular 
el trabajo para la elevación de una capa. 

El volumen de una capa es el volumen del cilindro con 
radio R (donde R es el radio de la caldera) y altura ta, 


así que aquél es igual a 
eË, 
n 
Si se trata de la k-a capa de arriba, como os obvio, la 
profundidad de sumersión de ésta es Z H, y el trabajo «ele- 
mental» para su elevación es igual a 
Ta=aRH? Le, 


El trabajo total 7 se halla sumando las expresiones cal- 
culadas, es decir, 


n s E 
T=) UR ó T=xRUR-— y k. 
A=1 e 
Basándose en la fórmula (8) tenemos: 


arp.. 2040 
T =aRh A AA 


TEE (144). (17) 


Esta igualdad, no obstante, es aproximada, ya que en 
realidad, incluso en los límites de una capa las profundidades 
de las diversas partículas no son iguales entre sí. 
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Sin embargo es evidente que con el crecimiento del núme- 
ro n mejora ilimitadamente la exactitud de esta igualdad 
aproximada. Por esto, la expresión exacta del trabajo la 
hallaremos calculando el límite del segundo miembro de la 
igualdad (17) cuando z crece ilimitadamente. 

Este límite, como es evidente, se halla simplemente omi- 
tiendo el quebrado i , lo que definitivamente da 
nR2H? 

a” 

Si hacemos empleo de la expresión del volumen del 
cilindro V = aR?H, la magnitud hallada puede ser repre- 
sentada así: 


Te 


H 
T=V=5. 


Con otras palabras, el trabajo que nos interesa es igual 
a aquel trabajo que es menester gastar para elevar toda la 
caldera de agua a la mitad de su altura. 

15. Extracción del agua de un embudo, A título de segun- 
do ejemplo examinaremos un problema análogo de cálculo 
del trabajo para extraer el agua de un embudo cónico (fig. 7). 

Como antes, divídiremos toda la masa de agua en n capas 


de a H de espesor de cada una. El trabajo elemental es igual 


a la profundidad de la capa multiplicada por su volumen, 
Este volumen es el de un cono truncado. No obstante, es 
mucho más cómodo calcularlo admitiendo la capa por un 
cilindro. Esto, de antemano, no es exacto, pero introduce 
simplicidad en el cálculo. Do manera análoga a la expuesta 
en el punto 11 nos convenceremos de que en el proceso de 
crecimiento del número n el error, que es el resultado de la 
admisión inexacta, desaparece, y, de esta manera, quedan 
sólo las ventajas de dicha admisión. 

Designando por r, el radio de la k-a capa de arriba halla- 
remos que su volumen es i 

2 
mn H. 

Puesto que la profundidad de sumersión de la capa es En, 
el trabajo elemental será igual a 


Ta = arhh- 
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En esta expresión entra la magnitud rą; expresemos a 
ésta por los elementos del cono. De la similitud de los trián- 
gulos tenemos 


niR=(4-2H):H, 
de donde 
r= {1 -+) R. 
Sustituyendo esto en la expresión del trabajo elemental 
hallaremos que 
Tysa 1 i. 
El trabajo total que nos interesa es igual a la suma de 


FIG. 7 


los trabajos elementales hallados, es decir, 


r-5 aee AS 


aE» 
hoi 


T= [E Y RA. 
S h=1 h=i h=1 
501689 
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Utilizando las fórmulas (8), (9), (10) demos a; la expre- 
sión hallada la forma de 


1 1 1 1 1 
TRI (1) (14) (24) + 
4 1y 
++) 
Esta expresión solamente es aproximada, ya que las 
capas no son cilíndricas y las profundidades de los diversos 
puntos de cada capa son diferentes. No obstante, aumentando 


n ilimitadamente y cogiendo el límite del segundo miembro, 
hallaremos el valor exacto del trabajo 


y 2(f1_2 1 
T=aRUP (> tr) 
y, definitivamente, 
T= A RH. 


Si recordamos” que el volumen del cono es igual a 
s4 aH, 


entonces el trabajo calculado se puede representar en la for- 
ma de 


H 
r=v-L, 


es decir, resulta ser que éste es igual al trabajo que se 
necesita para elevar todo el embudo de agua a un cuarto de 
su altura. 

16. Extracción del agua de una semiesfera. Resolveremos 
un problema más de este tipo. Justamente, calcularemos el 
trabajo que se necesita gastar para extraer el agua de un re- 
cipiente que tiene la forma de una semiesfera (fig. 8). Proce- 
diendo como antes dividiremos toda la masa de agua en z 
capas horizontales de iR de espesor de cada una. 


Admitiendo a cada capa por un cilindro de radio ry 
(xi se trata de la k-a capa), veremos que su volumen es 


Vy =ar} ÉR, 


D Esta fórmula, entre otras cosas, se determina 
en cl p. 18. 
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y, por consiguiente, el trabajo elemental es: 


Tr=0n ER. 


Expresemos ahora el radio rą de la k-a capa por el radio 
R de la esfera. Como es fácil ver en el dibujo, para este fin 


se puede utilizar el teorema de Pitágoras, que nos da 
2 
rje R (ËR). 
De aquí 
k k 
Tasak (1—7) => 


El trabajo total se halla sumando todos los trabajos elemen- 
tales 


T= (1-5) 
h=t 
1S A 
TR e, 
h= h=t 
de donde, basándose en las fórmulas del $ 1, tenemos 


pa o de 


n 


o 


rl (0d) (194 
i 
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Esta expresión aproximada del trabajo pasa a ser cxacta 
n aia 1 
si omitimos , lo que da 
o BES 
TR (3—3 ) 
y, definitivamente, 
T= 4 aR. 


17. Extracción del agua de una tina, Para finalizar este 
párrafo examinaremos el problema de cálculo del trabajo 
para la extracción del agua de una tina, es decir, de un 
recipiente que tiene la forma de un semicilindro (fig. 9) 


Empleando el mismo. método-de división en términos 
infinitamente pequeños cortaremos toda la masa de agua en 
n capas estrechas y horizontales, que tienen la forma de plan- 
chas rectangulares (fig. 9). El volumen de una de estas plan- 
chas es igual a 

R 
V-=M > 
donde a través de łą se designa su anchura. Esta anchura l}, 
según el teorema de Pitágoras (como la cuerda de la circun- 
ferencia que se encuentra a la distancia z R del centro), 
es igual a 
k 
h=2y/ R—(ŻRY, 
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así que cl volumen es igual a 
V,= 2H Y ETE. 

De aquí el trabajo elemental de extracción es 
1,=2RH Ly kE, 

y el trabajo total es 


» 
T= J 22H LY PR, 


h=i 


T=2RML Y kV ETÉ. (18) 


h=i 


Sin embargo, la expresión hallada es solamente aproximada. 
Para hallar el valor exacto del trabajo es menester aumentar 
ilimitadamente n y hallar el límite del segundo miembro de 
la igualdad (18): 


T=2RH Am Y ky aE]. (19) 
n3 


De tal manera, la cuestión reside en calcular el límite 
lím [+ A VEE] (20) 


cuando crece ilimitadamento z. Recurriendo al p. 13 vemos 
que oste límite coincide con el límite (16). Nosotros no sabe- 
mos todavía como hallar este límite y, por ello, la resolución 
de dos problemas físicos diferentes no puede ser finalizada. 
Como ya señalábamos en el p. 13, más abajo, en el p. 23, 
calcularemos el límite (20), y con ello resolveremos ambos 
problemas. 
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$ 4. CALCULO 
DE VOLUMENES 


18. Volumen del cono. Los métodos desarrollados más 
arriba encuentran amplia aplicación al resolver una serie 
de problemas geométricos. En el párrafo presente mostrare- 


10 


mos la aplicación de estos mótodos para calcular el volumen 
de diversos cuerpos®. 

Planteemos ante todo el problema de cálculo del volumen 
del cono. Para la resolución de este problema dividamos 


(fig. 10) la altura del cono en z partes de i H de longitud de 


cada una y, a través de los puntos divisores, tracemos planos 
paralelos a la base del cono. Estos planos cortarán a todo el 


Ð Puesto que a nosotros, principalmente, nos in- 
teresa puramente la cuestión referente al cálculo, aquí no parare mos 
en el asunto respecto a la determinación exacta de la noción del 
volumen. Como se sabe, para semejante determinación, también 
es necesario utilizar la noción del límite. 


7 


cono en n capas. Admitamos aproximadamente a cada una 
de estas capas (que, en realidad, es un cono truncado) por un 
cilindro. Esto, naturalmente, no es exacto, pero para valoros 
grandes de n el error es absolutamente imperceptible. 
Designando el radio del k-o cilindro elemental de arriba 
por r, hallaremos que el volumen de este cilindro es igual a 


H. 
Y,.=w55 
Do la similitud de los triángulos tenemos 
nR=EH:A, 
de donde 
k 
nmn=sy 
y la expresión del volumen elemental toma la forma: 
Vrani, 
así que el volumen total es igual a 


a 
kè 
V= z ar, 
= 


E 
V=rRH-- Y, 
h=1 


lo que, basándose en la fórmula (9), es igual a 
y =aRyg "Otn 


6n? 


(14) (214) 


A : o 


Este valor del volumen no es exacto, sino solamente apro- 
ximado, puesto que, como ya se señaló, las capas aisladas 
no son en realidad cilindros. Sin embargo, cuanto mayor sea 
el número z tanto más exacta será la expresión hallada, así 


V=aRH 


72 


que el valor real de V es el límite del segundo miembro de 
la igualdad (21) cuando » crece ilimitadamente. Este límite, 
como es evidente, se obtiene de (21) omitiendo el quebrado 


4) 
ab así que 

V=areH 12 
y, definitivamente, 

V=4 nH. 

3 
De tal manera, el volumen del cono es igual a un tercio del 
producto del área de su base por la altura. 
19. Volumen de la pirámide. Los razonamientos pare- 


cidos permiten calcular el volumen de la pirámide, Exami- 
nemos (fig. 11) una pirámide cuya altura es H y el área de 


FIG. 1t 


su base es F. Dividiendo su altura en n partes iguales y 
trazando por los puntos divisores planos paralelos a la base 


cortaremos la pirámide en n planchas prismáticas de 5 H 


de altura de cada una {hablando en rigor estas planchas no 
son prismáticas, sino que son pirámides truncadas, pero, 
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igual que antes, con aproximación, se pueden admitir como 
prismáticas). 

Si el área do la k-a plancha de arriba es F, no os difícil 
ver que tiene lugar la proporción 


Fa: F =k: n, 
así que 
e 
R= 


y, por consiguiente, el volumen de una plancha es igual a 
H k? 
Vr Py = FH. 


El volumen de toda la pirámide es igual-a Ja suma de los 
volúmenes elementales: 


ó Ibasándose en la fórmula (9)] 
FH 1 1 
v= (1+4) (2+4) 


Aumentando ilimitadamente n y cogiendo el límite del 
segundo miembro, encontraremos la igualdad exacta: 


4 
v=4 FH, 


así que, análogamente al volumen del cono, el volumen de la 
pirámide es igual a un tercio del producto del área de su base 
por la altura. 

20. Volumen de Ja esfera. Calculemos ahora el volumen 
de la esfera. Es obvio que el problema quedará resuelto si 
nos limitamos a examinar una semiesfera y, después, dupli- 
camos el resultado. Dividiendo la semiesfera (fig. 12) con una 


serie de planos en n capas de 4 R de espesor de cada una 


admitiremos a cada una de ellas por un cilindro. Si el radio 
de la k-a capa es r, entonces su volumen, como el volumen 
del cilindro, será igual a 


Vas at, 
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El teorema de Pitágoras da 
=R Er, 
así que la expresión del volumen elemental adquiere la forma 
V=nR (1 en 


nijn’ 
y el volumen V* do toda la semiesfera es la suma de todos 
los Vy: 


lo que, a base de las propiedades señaladas en el $1, es igual a 


e le) (et) 


V- E 


El límite de osta expresión cuando rn crece ilimitadamente 


FIG. 12 


da la magnitud exacta del volumen de la semiesfera 
+2 pR 
y*= 3 aR?, 
de donde el volumen de toda la esfera es 
E 8 
V=>3aR*, 


21. Volumen de la parte común de dos cjlindros. Ahora 
resolveremos un problema más difícil. Examinemos dos 
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cilindros de igual radio cuyos ejes se cruzan bajo un ángulo 
recto (fig. 13). Planteemos el problema de calcular el volu- 
men de un cuerpo que es parte común de ambos cilindros. La 
dificultad de este problema estriba en la complejidad del 


FIG. 13 


cuerpo que examinamos y en lo difícil que es por esto repre- 
sentárselo con claridad. No obstante, este problema puede 
ser resuelto sin representarse todo el cuerpo. 

Con este fin imaginemos un plano que pasa a través de 
los ejes de ambos cilindros; vamos a denominarlo plano 
«axial». Este plano (si consideramos que coincido con el 
plano del dibujo) divide el cuerpo en dos partes iguales: 
«delantera» y «trasera». Vamos a limitarnos a ostudiar una 
de ellas, por ejemplo, la delantera, ya que ambas, como 
es obvio, son iguales. 

Imaginemos ahora cualquier otro plano paralelo a} axial. 
Dicho plano cortará a cada uno de los cilindros por una banda 
y, además, evidentemente, estas bandas en ambos cilindros 
serán de una misma anchura. Por esto, el cuerpo que exami- 
namos, al cortarse con este plano, da un cuadrado. 

Una vez establecido esto no os difícil resolver el problema. 
Exactamente, desde el punto de intersección de los ejes de 
ambos cilindros levantemos una perpendicular al plano 
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axial. La longitud del segmento de ésta comprendido en la 
mitad delantera del cuerpo que nos interesa, es igual a R. 
Dividamos a este segmento en n partes y tracemos a través 
de los puntos divisores planos paralelos al plano axial. Estos 
planos cortarán la mitad delantera del cuerpo, que exami- 


FIG. 14 


namos, en z planchas cuadradas de 1 R de espesor de cada 


una. 
Como no es difícil ver en la fig. 14, en la que el cuerpo 
que examinamos se expone desde arriba, el lado del k-o 
cuadrado es igual a 


a=2/ e (Ery 
y por eso su área es 
n= (1-4), 


y el volumen de la k-a plancha es 


k2 


1 = 4-4 (1-5). 


e 
El volumen V* de toda la mitad delantera del cuerpo es 
la suma de todos los V}, es decir, 


x 

kyi 

=g 410 (12) => 
kal 


de donde 


reli (141) (2+4)) 


Esta igualdad aproximada pasa a ser exacta cuando n 
crece ilimitadamente. 

De tal forma, el volumon de la mitad delantera del cuerpo 
es igual a 


8 
=z. 


Todo el volumen V se halla duplicando este número, es 
decir, 


ver, 


lo que resuelve el problema. Es curioso el hecho de que, a 
posar de que el carácter del cuerpo es bastante complicado, 
su volumen se expresó sin ninguna irracionalidad. 

22. Volumen de un segmento cilíndrico. Examinemos 
el denominado «segmento cilíndrico», es decir, el cuerpo que 
se corta del cilindro por un plano que pasa a través del diá- 
metro della base de dicho cilindro (fig.15).Sean (nos atenemos 
a las designaciones de la figura) AB = H,OA = R. Exprese- 
mos el volumen del segmento a través de H y R. 

Para ello dividamos el radio OK en n partes y, a través 
de los puntos divisores, tracemos planos paralelos al plano 
del triángulo OAB. Estos planos cortarán a una de las mitades 


del segmento cilíndrico en r planchas triangulares de i R 


de espesor de cada una. En la figura se expone una de estas 
planchas 0,4,B,. Calculemos el volumen de la k-a plancha 
admitiendo que es prismática. 

Sea precisamente 0,4,B, la k-a plancha, así que 


k 
00/=ER. 
Del teorema de Pitágoras es fácil hallar que 
0,4, =V 0A: — 00}. 
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Con otras palabras, 
PA 
OjA1=RY 1. 


A continuación, de la similitud de los triángulos OAB y 


0,4,B, tenemos: 
A,B, : AB = 0,4; : 04, 


AB: H=R Y SER, 


AB =H 1-5. 


El ároa del triángulo 0,4,B, es igual a$ 0,4, * A,B, 
y, por consigujente, es igual a 


720 (12). 


de donde 


El volumen de la k-a plancha se obtiene multiplicando 
este área por el espesor de la plancha, es decir, por La. 
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Quiere decir que el volumen elemental es 
1 1 k2 
Va=3 2H (53). 
y el volumen Y* de toda la mitad del segmento: 
n n 
4 1 k? 
v-¿Ru[ 35), 
r= ket 
o también 


6 


El límite de esta expresión da la magnitud exacta del 
volumen de la mitad del segmento 


1 
A 
V*= PH, 
de donde el volumen de todo el segmento es 
2 
V=3 RH. (22) 


23. Otro procedimiento de resolución. Trataremos de 
resolver este mismo problema mediante otro procedimiento. 


Exactamente, dividamos el radio OA enn partes (fig. 16) 
y tracemos a través de los puntos divisores planos perpen- 
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diculares a este radio. Dichos planos cortarán a todo el 
segmento cilíndrico en z planchas rectangulares semejantes 
a la sombreada on la figura. 

Examinemos cuál es ol volumen de la k-a plancha (admi- 
timos que éstas son prismáticas). El espesor de cada una de 


ellas es igual a A R, así es que el problema reside en hallar 


el área de una plancha aislada. 
Considerando que la banda sombreada es precisamente la 
k-a, tendremos 


OP=ŻR. 
D 


En, este caso, según el teorema de Pitágoras, la cuerda MN 


es igual a 
na 
MN =2Y R — 8. 


De la similitud de los triángulos OPQ y OAB tenemos 
PQ: 0P = AB : 0A, 
ó 


PO: ER=H+R, 
así que 
PQ=4H, 


y el área dol rectángulo, que es igual a PQ-MN, tiene la 


forma de 
k 
2RH y 1—4 


Así pues, el volumen elemental es igual a 


V,=2RH-E V RF. 


De aquí que todo el volumen es igual a la suma 


a 
V=2PH-L Sky RP. 
h=i 


Sin embargo, esta igualdad es solamente aproximada, y 
de ella obtendremos la exacta si sustituimos el segundo 
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miembro por su límite al crecer n ilimitadamente. Esto da 


V=2R*H ES ivaz |, (23) 
k=1 


Aquí, ya por tercera vez, tropezamos con el límite 


i E | 
DES ivaz |. 
Ls h=i 


Nosotros no sabemos mediante cuáles operaciones de cálcu- 
lo se puede hallar el límite indicado y, por consiguiente, 
no podemos resolver el problema por este procedimiento. 
Por el contrario, comparando las expresiones (22) y (23), 
podemos determinar la magnitud del límite que nos interesa. 
Exactamente, reduciendo por 2R?H inmediatamente obte- 
nemos que 


lím 


p = 
4 z 
w DVA E 


|- = 


4 
=3- (24) 


Así, por fin, establecimos este límite. 


Volviendo al p. 13 ponemos el límite hallado on la igual- 
dad (15) e, inmediatamente, hallamos la presión incógnita 


=2 R 
=>3 m. 


De manera igual, sustituyendo este límite en la igualdad 
(19) dol p. 17, hallaremos el trabajo que nos interesa: 


2 
T=% RH. 


24. Observaciones generales. Todos los problemas expues- 
tos anteriormente de hecho han sido resueltos por un mismo 
método. Este método consiste en lo siguiente: la magnitud 
por hallar se representa en forma de la suma de un gran nú- 
mero de términos muy pequeños de una misma naturaleza. 
Estos términos pequeños, o «elementales», se calculan apro- 
ximadamente de tal manera que se eleve la exactitud de su 
expresión al aumentar el número de términos. Entonces, 
toda la magnitud que nos interesa se halla sumando las 
expresiones de los términos elementales hallados. El valor 
8—01869 


82 


obtenido de la magnitud incógnita, sin embargo, es inexacto, 
y para calcular su valor exacto se tiene que examinar el 
límite de la suma hallada al disminuir ilimitadamente los 
términos elementales. 

En pocas palabras, el método expuesto consiste en repre- 
sentar la magnitud incógnita en forma del límite de la suma 
de una cantidad ilimitadamente creciente de términos que de- 
crecen infinitamente, o, como se dice más frecuentemente, en 
forma de la suma de una cantidad ilimitadamente grande de 
términos ilimitadamente pequeños. 

Este método es uno de los métodos más importantes de la 
matemática superior, y se estudia en la rama del cálculo 
denominado integral. En esta rama se examinan precisa- 
mente los límites de las sumas de cantidades ilimitadamente 
crecientes de términos que decrecen ilimitadamente. Estos 
límites se denominan integrales. De tal guisa, revisando las 
soluciones de los problemas de los párrafos anteriores, pode- 
mos decir que en cada uno de ellos tuvimos que calcular una 
u otra integral. 

Aquellas sumas que examinamos tenían una forma muy 
simple. Precisamente, éstas eran sumas de los tres géneros 
siguientes: 


Al calcular cada una de estas sumas hacíamos referencia 
a la fórmula correspondiente del $ 1. Cuando tuvimos que 
tropezar con la suma de género más complicado: 


AA 
h=1 


solamente el razonamiento artificial nos permitió hallar su 
límite, así es que si no hubiésemos caído en la buena ocu- 
rrencia de resolver el problema de p. 22 por dos procedimien- 
tos, no hubiéramos hallado este límite y no hubiéramos re- 
suelto los problemas de p. 13 y p. 17. En el cálculo integral 
se exponen los procedimientos generales para el cálculo de 
los límites de sumas incluso de género muy complicado, así 
que la resolución de semejante tipo de problemas se facilita 
extraordinariamente y, por decirlo así, «se mecaniza». 
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Los matemáticos no hallaron de una sola vez estos proce- 
dimientos generales, por el contrario, su descubrimiento fue 
el resultado del trabajo colectivo de muchas decenas de 
goneraciones. Estos procedimientos adquirieron la forma 
actual on los trabajos de Leibniz (1646-1716) y Newton (1642- 
4727), aunque, no obstante, la propia idea de la descomposi 
ción en un número ilimitadamente grande de términos ili- 
mitadamente pequeños era conocida mucho antes. Hablando 
en rigor, esta idea ya era conocida por los matemáticos de la 
Grecia antigua (principalmente por Arquímedes, 287-212 an- 
tes de nuestra era). En particular, Arquímedes ya conocía 
el volumen de la esfera, del cono, de sus partes, e incluso del 
«segmento cilíndrico». 

En la época de la edad media el pensamiento científico 
se encontraba en estado de profunda decadencia, y solamente 
a comienzos del siglo XVI reanudaron de nuevo su desarrollo 
las ciencias naturales y, en particular, las matemáticas. Al 
comienzo los científicos únicamente descubrieron de nuevo 
los resultados de la remota antigüedad, pero poco a poco fue- 
ron yendo más lejos que los griegos. Esto también so refiere 
al método de la suma de los infinitesimales que nos interesa. 
Este método obtuvo un gran adelanto en los trabajos de 
Kepler «La estereometría de las cubas de vino» (1615) y de 
Cavalieri «La teoría de los indivisibles» (1635). 

No obstante, estos dos últimos autores no lograron tener 
procedimientos generales para el cálculo de los límites de 
las sumas o de las integrales. De tal manera, la exposición 
que se da en nuestro librito, por el carácter del material, se 
aproxima precisamente a los trabajos de Kepler y de Cava- 
lieri (diferenciándose considerablemente de éstos por la 
forma de su exposición). 

En las investigaciones más avanzadas se hallaron paulati- 
namente procedimientos más y más generales de cálculos de 
las integrales y, como ya se dijo, este problema fue resuelto 
en su conjunto por Leibniz y Newton (el propio término «in- 


tegral» pertenece a la escuela de Leibniz y fue introducido en 
el año 1690). 


D El problema general de cálculo de las ¿integrales 
está muy ligado al probloma del cálculo de las funciones “derivadas 
(vean segunda parte del presento libro), y cl aparato desarrollado del 
«cálculo integral» se basa en este ligamento. 
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25. Principio de Cavalieri. No sabiendo hallar los lími- 
tes de las sumas de aspecto complicado Cavalieri descubrió 
un principio muy útil que, en muchos casos, le ayudaba a 
evitar los cálculos de estas sumas. Este principio tiene la 
formulación siguiente: 

Si dos cuerpos contenidos entre los planos paralelos P y Q 
(fig. 17) tienen la propiedad de que al ser cortados por cualquier 


plano R, paralelo a P y Q, se obtienen siempre figuras equidi- 
mensionales, entonces los volumenes de estos cuerpos son iguales, 

Para la demostración de este principio tracemos el plano 
n-A paralelo a P y Q. Estos planos cortarán ambos cuerpos 
en n planchas. 

Si admitimos con aproximación que estas planchas tie- 
nen forma cilíndrica o prismática entonces hallaremos que 
sus volúmenes son iguales. Por esto mismo, también son 
iguales los volúmenes de los cuerpos iniciales, ya que ambos 
se obtienen sumando los volúmenes de las planchas. Esta 
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igualdad de volúmenes al principio nos la representamos ser 
solamente aproximada, pero puesto que se efectúa con cual- 
quier grado de exactitud llegamos a convencernos de que 
es absolutamente exacta. 

Es fácil generalizar este principio demostrando que si en 
los cortes de ambos cuerpos se obtienen figuras cuyos áreas 


FIG. 18 


se encuentran en una misma relación, los volúmenes de los 
cuerpos también se encuentran en esta misma relación. No es 
difícil establecer también este mismo principio para las áreas. 

La formulación del principio para este caso es la siguiente: 

Si dos figuras planas I y H contenidas entre las rectas 
paralelas p y q (fig. 18) tienen la propiedad de que en su inter- 
sección por cualquier recta r, paralela a p y q, se obtienen seg- 
mentos de una misma longitud, entonces las áreas de estas 
figuras son iguales. 

Si la relación de los segmentos a,b, y asb, es igual al 
número k, que no depende de la posición de la recta r, 
entonces la relación del área de la figura 7 respecto al área 
de la figura Z7 también es igual a k. 

La demostración de estas afirmaciones se realiza por el 
mismo esquema que se efectuó para el caso de los volúmenes, 
y puedo ser propuesta al lector. 
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$ 5. LA PARABOLA 
Y LA ELIPSE 


26. El área de la parábola. Examinemos la Jínea cuya 
ecuación en el sistema de coordenadas cartesianas roctangu- 
lares es 

y = a2. (25) 

Esta línea se denomina parábola!) y tiene el aspecto ex- 

puesto en la fig. 19 (consideramos que a >0). Elijamos en 


la parábola cierto punto arbitrario M y tracemos desde éste 
la perpendicular MP al eje Ox. 

Planteemos el problema de calcular el área F del triángu- 
lo curvilíneo OMP. 

Para la resolución de este problema dividamos el segmen- 
to OP en n partes iguales y levantemos desde los puntos divi- 
sores perpendiculares hasta su intersección con la parábola. 
Estas perpendiculares cortarán el área incógnita en n bandas 


V En el $7 de la 5% parte de este libro "so da otra 
definición, por así decir, la «pura gevmótrica». 
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verticales estrechas. Con aproximación se puede considerar 
que estas bandas elementales son rectángulos, Calculemos su 
área en esta suposición. 

Designemos por l toda la longitud OP y examinemos la 


k-a banda. Su anchura es igual a 1 l. En lo que se refiere a 
su altura ésta se halla partiendo de los razonamientos siguien- 
tes: la distancia de la banda respecto al eje Oy es igual a E L 


y, puesto que su extremo superior yace en la parábola, la 
altura de la banda que es igualala ordenada del punto de la 
parábola según la ecuación (25), y es 


k 2 
a (Ż 1) E 
Do aquí que el área de la banda es 
alè 5 i 
y el área de todo el triángulo OMP es la suma 


n 


12 
Fa 2 al E 
k=1 
ó 
a Ln 
F =abP.G PH k 
k=1 
o, por fin, 


al 


el). 


Para obtener de aquí la igualdad exacta es necesario 
aumentar ilimitadamente el número n. En el límite hallamos 
r=. 
A este resultado se le puede dar una formulación geomé- 
trica simple..Precisamente, examinemos el rectángulo OQMP. 
Su área, como es evidente, es ignal a OP-PM. Pero OP = l; 
en lo que se refiere a PM resulta que es la ordenada del punto 
M, cuya abscisa es E, así que de la ecuación de la parábola se 
deduce que PM = al, 
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Por esto el área OQMP es al? y, por consiguiente, el área 
del triángulo OMP es igual a un tercio del área del rectángulo 
OQMP. De aquí que el área del triángulo OQM es igual a 
dos tercios del área de este mismo rectángulo. 

Estos resultados tan elegantes fueron calculados por pri- 
mera vez por Arquímedes. 

El cálculo de la magnitud de cualquier área generalmente 
se denomina cuadratura de este área (pues consiste en compa- 
rarla con el área del cuadrado). De este modo hemos realizado 
la cuadratura de la parábola. 

27. Volumen) del paraboloide de revolución. Supongamos 
que la parábola examinada en el punto anterior gira alrededor 


FIG. 20 


del eje Oy (fig. 20). La superficie que con esto se obtiene se 
denomina paraboloide de revolución, Examinemos el plano A, 
perpendicular al eje Oy, y calculemos el volumen del cuerpo 
limitado por el paraboloide y por este plano. 

Con dicho fin dividamos el segmento? OQ en n partes 
iguales y tracemos por los puntos divisores planos paralelos 
al plano A. Estos planos cortarán el cuerpo que nos interesa 
en n capas cada una de las cuales admitiremos ser aproxima- 


1 Nos atenemos a las desiguacionos de la fig. 20. 
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damente un cilindro. Si, como antes, designamos por } la 
distancia OP, hallaremos que OQ = al?. Por consiguiente, la 


altura de tada cilindro elemental es + al, 

Para calcular el radio del k-o cilindro procederemos de la 
manera siguiente: este radio r, = NT, evidentemente, re- 
presenta en sí la abscisa del punto N de la parábola. Puesto 
que la ordenada de este punto es 

k k 
F 00= S ab, 
hallaremos de la ecuación de la parábola quo 
+ al =ar$, 
de donde 
i=t», 
n 


y el área de la base del k-o cilindro es 
k 
n= ab. 
De aquí el volumen elemental es 
k 
V= az. 
Quiere decir que todo ol volumen buscado V es 
n 
1 
V=ai. > k, 
h=1 


de donde, después de simples cálculos, hallaremos 
1 1 
V=anlt (+5) 
Aumentando ilimitadamente n hallaremos el valor exacto 
del volumen del paraboloide de revolución: 
alo 
y= 7 nalt. 


Comparemos este volumen con el volumen de un cilindro 
con radio R = OP y altura H = 00. Su volumen es 


nR?H = n (OP?.0Q = n'a = nalt. 
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Do tal manera tenemos el teorema de Arquímedes: 

El volumen del paraboloide de revolución es igual a la mitad 
del volumen del cilindro con lamisma basey de lamisma 
altura. 

28, La elipse y su área. Examinemos una curva muy 
importante denominada elipse. Su definición es la siguiente: 
la elipse es un círculo comprimido. Explicaremos esta expre- 
sión. 

Examinemos una circunferencia de cierto radio a. Supon- 
gamos que ésta se encuentra en el plano en el que se han 


trazado las coordenadas cartesianas rectangulares y que su 
centro coincide con el origen de las coordenadas (fig. 21). 
Sea, a continuación, que las ordenadas KM” de todos los 
puntos M’ de la circunferencia han sido acortadas en un mis- 
mo número de veces, y que el coeficiente de compresión 
es q <1: 

KM : KM' =q. 


Esta operación de acortamiento transformará al círculo 
A,B'AB; en cierta otra figura denominada elipse. Deducire- 


9% 


mos la ecuación de la elipse. Si designamos las coordenadas 
del punto M de la elipse por z e y hallaremos do acuerdo con 
la definición de la elipse: 


y=q:KM”. 
Pero, según el teorema de Pitágoras 


KM' =V OMY —OK¢ = V7 P, 
así que 
y=V BR 


Si designamos por b ol segmento OB, de la definición 
de la elipse, tendremos 


b:a=0B:0B' =9, 
así que 


y la ecuación de la elipse adquiere la forma: 


b F pupe A 
y=y 8-2; 
de donde 
2 1 
E=z (a — 22) 
y, definitivamente, 
E p 
atg 


Esta es la denominada ecuación «canónica» o «simplísima» 
de la elipse. 

Calculemos el área de la elipse. Utilizando la observación 
al principio de Cavalieri, que se hizo a final del p. 25, pode- 
mos decir de inmediato que la relación del área de la elipse 
respecto al área del círculo es igual al coeficiente de compresión q, 
así que, designando por F el área de la elipse, tenemos: 

F:n =q, 
ó 
F = qra. 
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Poniendo aquí el valor q = Z hallaremos definitivamente 


que 
F = nab. 

Sirviéndose del principio de Cavalieri también hallare- 
mos fácilmente el volumen del elipsoide de revolución, es decir, 
del cuerpo generado por la rotación de la elipse alrededor del 
eje Ox (fig. 22). Exactamente, la relación de los radios de los 
círculos que se obtienen en la intersección del elipsoide con 


FIG, 22 


los planos paralelos al eje Ox respecto a los radios de las 
secciones de la esfera con los mismos planos, es igual a q. 
Por consiguiente, la relación de sus áreas es igual a q?. Según 
el principio de Cavalieri también es la misma la relación de 
los volúmenes. 

Así pues, 


siendo 
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$ 6. LA SINUSOIDE 


29, Acerca de una suma trigonométrica. Para la exposi- 
ción ulterior necesitamos la expresión de la suma siguiente: 


n 
s= È sen ka = seng + sen 2a +... +senna, (26) 
donde œ es cierto ángulo determinado. 


Para hallar esta suma multiplicaremos ambos miembros 
de la igualdad (26) por 2 sen $ 


28 sen $ = 2 sen a sen +2 sen 22 sen F+ 

a 

ie" 

y aplicaremos a cada término del primer miembro la cono- 

cida fórmula 2 sen A sen B = cos (A — B) —cos (4 + B). 
Esto da 


+... +2sen na sen 


28 sen G=[00s %— cos Fa ]-+[ cos Fac a]+. 7 
b -+[cos s= a—cos tta], 


Es fácil ver que el primer término de cada corchete (ex- 
cepto el primero) se reduce con el segundo término dol cor- 
chete anterior. De tal guisa, 


13 a 2n+1 
2S sen 7 =008 7 — ose a. (27) 
Aplicando la conocida fórmula 
cos A — cos B = 2 sen E74 — sen Atz $ 


representaremos (27) en la forma 


a na on (abia 
28 sen -7 = 2 sen gan ——, 
de donde 

Da sen 22 sen ENa 


sen & 
Z 


Así, 
ie E LS A 
S! 2 2 
Y senken E (28) 
h=1 i 


Esta es precisamente la fórmula que queríamos establecer. 
30. La desigualdad auxiliar. Designemos por a un ángulo 


arbitrario!? que satisface la condición 0 <a < 3 
En este caso tiene lugar la siguiente desigualdad doble: 
tga >a >sen a. (29) 


Para la demostración de esta afirmación examinemos la 
lig. 23. De esta figura vemos directamente que el triángulo 


FIG. 23 


OCA está abarcado absolutamente por el sector OCA, el 
cual, a su vez, está comprendido por completo en el trián- 
gulo OAB. Do aquí se desprende que para las áreas de estas 
figuras son válidas las desigualdades: área A QAB >área 
del sector OCA >área AOCA. 

O sea, 


{1 04.AB>4 R-ČÁ >$ 0A.-CD. 


© Más exactamente, a es la magnitud del ángulo 
en radianes. 


95 


Pero, 
OA=R, AB=Rtga, 


CÁ=Ra, CD=R sena, 
así que 
1 Rriga>Ra>< Resena. 


Reduciendo esta desigualdad doble por el factor positivo 
Lo obtenemos precisamente la desigualdad (29). 


31. El seno de un ángulo infinitamente pequeño. Supon- 
gamos que el ángulo œ tiende a cero adquiriendo sucesiva- 
mente los valores de Q,, %a, Ag, ++ 

En este caso es válida la fórmula 


que es una de las fórmulas más importantes de las matemá- 
ticas. 

Es útil recordar la expresión verbal de la fórmula (30): 
el límite de la relación del seno de un ángulo infinitamente pe- 
queño respecto a la magnitud de este ángulo en radianes es 
igual a la unidad. 

Para la demostración de esta fórmula podemos admitir 
que todos los valores de a, son positivos, pues la magnitud 


ón Sen 
de la relación e 


no varía al sustituir %, por —%,. 


Además, se puede considerar que A, < + ya que esto, en 
todo caso, es así para valores de n suficientemente grandes. 
De esta forma, 
0< an < $ , 
y entonces, en virtud de (29), 
tg an DOn D SEN Up, 

de donde, dividiendo todos los miembros de la desigualdad 
por el número positivo sen %,, obtenemos: 


4 > An >14. 


COS An SEN An 
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Para las magnitudes inversas de éstas son válidas las 
desigualdades de sentido opuesto: 


cosan, < =m <1. (31) 


An 


Según las condiciones, el ángulo a, tiende a cero. Pero, 
el coseno de este ángulo (como es fácil ver en la figura) tiende 
a la unidad: 

lím [cos ap] = 1 
y, puesto que, de acuerdo a (31), el quebrado an ar se en- 
cuentra entre la unidad y el cos «,, entonces dicho quebrado 
debo también aproximarse a la unidad, con lo que queda 
demostrada la fórmula (30). 

32. La cuadratura de Ja sinusoide. Examinemos la curva 
cuya ecuación 03 


y = Sen z. (32) 


Esta aparece tal y como se expone en la fig. 24 y se denomina 
sinusoide. 

Calculemos el área de la figura limitada por ol tramo de 
la sinusoide desde z = O hasta x = a y el eje de las abscisas 
(esta figura está sombreada en la fig. 24). 


FIG. 24 


Con dicho fin, como siempre, dividiremos el segmento del 
eje de las abscisas desde z = 0 hasta z = n en n partes por 
los puntos 


xr 21 na 
+, Ta e 
n 
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y levantaremos perpendiculares desde estos puntos hasta la 
intersección con la sinusoide. Las longitudes de estas perpen- 
diculares se hallan por la ecuación (32) y resultan ser iguales a 


ES 2n ni 
sn—, sen —, sen =, ..., Sen— 
a a n n 


(así que la última de ellas es igual a cero). Estas perpendicu- 
lares cortan toda la figura en n bandas de z de ancho de 
cada una. Admitiendo que cada una de estas bandas es un 
rectángulo con base 2 z y altura (para la k-a banda de la 


izquierda) igual al sen = tendremos la expresión aproxi- 
mada del área de la k-a banda elemental 
Fr=2 son, 
n n 


De aquí que el área de toda la figura que nos interesa 
aproximadamente es igual a 


n 
El ka 
FT Y sen. 

hmi 

Esta expresión, basándose en la fórmula (28) del p. 29, 
también se puede representar así: 


F 


sen T.se LEDE 
Zn 


, 
me 7 
ó (puesto que el sen = 1) así: 
(141) x 
a A 
E (33) 


2n 


La expresión exacta del área es el límite del segundo miem- 

bro de la igualdad (33) cuando » crece ilimitadamente. Este 

límite se halla partiendo de los razonamientos siguientes. 
Es obvio que 


7--01669 
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así que este ángulo se aproxima a 3 y por esto, como se ve 
fácilmente de la figura, su seno debe aproximarse a la unidad: 


lím sen == =1. (34) 


Por otro lado, el ángulo a, = pi se aproxima a cero y, por 
consiguiente, en virtud de la fórmula (30) del p. 34, 


Pa 4 a as Ti 
y ire pls a] =2. (35) 
E 2n 


De (34) y (35) (basándose en el teorema del límite del 
producto) hallamos definitivamente que 


F=2. 


Así pues, el área limitada por una semionda de la sinu- 
soide y la cuerda que tiende esta semionda es igual a dos. 
33. Volumen del cuerpo de revolución de la sinusoide. 
Supongamos que la sinusoide expuesta en la fig. 24 gira 


alrededor del eje Ox. Hallemos el volumen del cuerpo limi- 
tado porla superficie generada por la rotación de una semion- 
da de la sinusoide. 

Con este fin tracemos a través del punto z = 5 un plano 


perpendicular al eje Oz. Es evidente que este plano (fig. 25) 
cortará nuestro cuerpo en dos partes iguales. Hallemos el 
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volumen V* de la mitad izquierda del cuerpo que nos inte- 
resa. Dividiendo el segmento del eje Ox desde z = 0 hasta 


z= z en z partes por puntos de género 
a =k (k=1,2...,2), 


trazaremos a través de estos puntos los planos perpendicula- 
res al eje Ox. Estos planos se cortarán con nuestra superficie 
por círculos de radio (para el k-o plano) 


kn 
Th = SON -p e 
Examinando la capa elemental que se encuentra entre 
los planos (k-1) y k como un cilindro de radio r, y altura 
h= E hallamos el volumen elemental 
ME ops EE 
V= nrih= -3, sen I ' 


de donde todo el volumen de la mitad izquierda del cuerpo 
aproximadamente es igual a 


n 
a Ea 
ve >) sen 3 
h=1 
El valor exacto del volumen es el límite de esta expresión 
cuando n crece ilimitadamente: 


p 
yoain ES 5 semi], (36) 


=i 


Para calcular este límite emplearemos un procedimiento 
artificial que permite reducir considerablemente los cálculos 
(teniendo en cuenta este procedimiento comenzamos preci- 
samente por examinar no todo el cuerpo, sino solamente su 
mitad izquierda). 

El procedimiento consiste en lo siguiente: conjuntamente 
con la sinusoide (32) examinemos la curva que es la gráfica 
de la función 

y = os T. (87) 


> 
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Si tenemos presente que 
Cos z= sen (+5) j 
es fácil darse cnenta de que la curva (37) es la misma sinu 
soide (32), pero desplazada a lo largo del eje Ox hacia la iz 
quierda, on Ș (fig. 28). 


Supongamos ahora que hacemos girar esta sinusoide alre- 
dedor del eje Oz. Es obvio que el volumen del cuerpo genera- 


FIG. 26 


do por la rotación de la figura sombreada en la fig. 26 es 
igual al volumen V* de la mitad izquierda de nuestro cuerpo 
primario (ya que éste coincide exactamente con el volumen de 
la mitad derecha del cuerpo inicial). 

Por otra parte, si comenzásemos a calcular este volumen 
por el método de totalización alcanzaríamos evidentemente 
un límite análogo al (36), sustituyendo, sin embargo, todos 
los senos por los cosenos, es decir, obtendríamos que 


V*=lím ES Y cost] > (88) 
ds 


Así pues, una misma magnitud V* puede ser representada de 
dos formas: 


V*=lím ES sen $2] Mm [E 5 os]. 
ht h=1 
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Sumando estas dos expresiones (lo que, por lo visto, se 
puede efectuar bajo el signo del límite) obtenemos: 


-TAS k kny 
aeia E! (sen? Etos )]. (39) 
Pero 
sen?a + costa = 1, 


así que cada termíno do la suma (39) es igual a la unidad y, 
puesto que el número de términos es n, entonces 
E e 4 Es n2 
2V*=lím [=]- lím (9 =$. 
ya que cualquier magnitud constante sirve de límite a sí 
misma. 

El volumen V* de la mitad izquierda del cuerpo se ob- 
tiene de aquí dividiendo por dos, pero como desde un prin- 
cipio nos interesaba el volumen de todo el cuerpo, no es 
menester dividir por dos, y el resultado definitivo es 


v= =È. (40) 


De esta forma, el volumen del cuerpo limitado por la 
superficie generada por la rotación de la semionda de la sinu- 


soide alrededor de su cuerda es igual a X. 
34. Valores medios. Supongamos que cierta magnitud 
y adquiere un número finito de valores: 


Yi Ya Ya «+ -+ Yn- 

En este caso la media aritmética 
— YahYoh oh Yn 
E 


de estos números y, lleva el nombre de valor medio de la 
magnitud y. La utilidad del examen de esta magnitud radica 
en dos de sus propiedades. q 

A. Si todos los valores de la magnitud y se encuentran 
entre los números m y M, entonces su valor medio también 
está comprendido entre estos mismos números, es decir, si 


m<py<M (k=1,2,....m, (44) 
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entonces también 
my SM. 


B. Si todos los valores de la magnitud y son iguales a un 
mismo número h, entonces su valor medio también es iqual 
a este número. 

La propiedad B es evidente, pero para la demostración 
de la propiedad A es necesario sumar todas las desigualdades 
(41), lo que da 


š 
nmg 2 Y <nM, 


y dividir por n la desigualdad obtenida. 

A la par del valor medio y, de la magnitud y frecuente- 
mente se examina la media cuadrática y* de esta misma 
magnitud. Esta media se determina por la igualdad 


yy ER (42) 


En otras palabras, la media cuadrática de la magnitud 
y es la raíz cuadrada del valor medio de la magnitud y?. 

Es fácil demostrar que si todos los valores de la magnitud 
y no son negativos, entonces su media cuadrática tiene las 
mismas propiedades A y B que la media aritmética. 

En realidad, si 


0EMSYHSM (k=1,2,....1), 


entonces 
mM? (k=1,2,...,1). 


Sumando todas estas desigualdades, dividiendo el resultado 
por n y extrayendo la raíz cuadrada, obtenemos 


m< <M, 


es decir, hemos demostrado que y* tiene la propiedad A. 
La propiedad B es obvia. 

En los casos que examinamos la magnitud y adquiría 
un número finito de valores. En las cuestiones aplicadas la 
mayoría de las veces se tienen que examinar magnitudes que 
varían continuamente. Para el cálculo de semejantes magni- 
tudes medias es menester aplicar el método de la suma de los 
eones. Ilustraremos esto con un ejemplo de la rama 
física. 
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35. Intensidad efectiva de la corriente. Examinemos 
la corriente alterna sinusoidal 


I=Asent, (43) 


donde ż os el tiempo, 7 es la intensidad de la corriente. En 
los diferentes momentos do tiempo la magnitud 7 tiene dife- 
rontes valores, siendo su máximo valor igual a A 


Ins = A. (44) 


En la electrotécnica juega un papel importante la media 
cuadrática /, de la intensidad de la corriente durante el 
tiempo igual al período de oscilación, es decir, durante el 
tiempo desde t = 0 hasta t = 2x. 

Resulta que al medir con el amperímetro la intensidad 
de la corriente este último indicará precisamente la magni- 
tud Z.. Esta magnitud se denomina intensidad efectiva de la 
corriente. 

Calculemos 7, para la corriente (43). 

Con este fin dividamos el intérvalo de tiempo desde el 
momento t = 0 hasta el momento ¿ = 2x en n intérvalos 
pequeños por los momentos 


a= Ek (k=1,2,....0. 


Si el número n es muy grande, entonces se puede consi- 
derar aproximadamente que durante el intérvalo de tiempo 
desdo el momento t,-, hasta el momento £, Ja intensidad de 
la corriente no tiene tiempo para variar y os igual a su valor 
en el momento ta 


In =A son tE k, 


De otro modo, admitimos que durante un intérvalo ele- 
mental de tiempo la corriente es constante. Con esta admi- 
sión simplificadora la intensidad efectiva de la corriente 


será igual a 
Fr YAA A 
¡Ya a Y) son E 
y IN n 
y a.” y PEN.. AN (45) 
n 
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El valor verdadero de 7, es el límite del segundo miembro 
de la igualdad (45) cuando n crece ilimitadamente: 


AS 
l= lím HE J; sen? =). 


k=l 


Calculemos el límite de la expresión subradical 
n 
lím E 57 sente g], (46) 
k=i 


Esto so puede hacer sin cálculo alguno por el procedi- 
miento siguiente. 

Supongamos “que quisiéramos hallar el volumen del 
cuerpo generado por la rotación de una onda de la sinusoide 
(32) alrededor del eje Ox. 

Si empleamos el método de la suma de los infinitesima- 
es entonces, repitiendo los razonamientos del p. 33, repre- 
lentaremos este volumen en la forma 


n 
2a? 2 2kn 
a = A 


Por otro lado, esto volumen, evidentemente, es dos veces 
suporior al volumen (40) del cuerpo que se obtiene al girar 
la semionda de la sinusoide, es decir, el volumen buscado es 
igual a al 


Así, 
In? bed 2kx 
ln [2 5 sm] a. (47) 
h-1 
Es Tácit comprender que el límite (46) se obtiene del 


límite (47) dividiendo por 272, de donde se deduce que 


Ja 


co 8 z 
limf y sen? Ain 
k=i 
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En este casoM 


I,=A (48) 


Esta fórmula resuelve precisamente el problema. 
Si comparamos las fórmulas (48) y (44) veremos que 


Imsx=1,V 2, 


es decir, la intensidad máxima de la corriente es aproxima- 
damente una vez y media superior a aquella que marca el 
amperímetro. 


1 Aquí hacemos uso del teorema siguiente; si una 
magnitud variable z„ > 0 se aproxima al límite a entonces y z,, 


se aproxima a Ya. 


EJEMPLOS PARA 
EJERCICIOS 


Daremos cierto número de ejemplos para ejercitarse individual- 
mento en los métodos expuestos. Aconsejamos con insistencia al lector 
que realice estos ejercicios. Como enunció Newton «en las matemáti- 
cas los ejemplos son más provechosos que las reglas». 

4) Calcular la suma 


a 
S= J 
k=l 


Solución, S, = E Cn + 1) (Ba? + 3n — 1), 


2). Calcular el área de un triángulo rectángulo por el método de 


sumar. 
3) Hallar el área limitada por el eje Oz, la curva y = a? y la recta 
1 


z=1. 


Solución. 


a 
4) Hallar el límite tof ¿Ey ZE Frona n crece ili- 
h=1 a 
mitadamente. 
Indicación. Calcular el área del cuadrante del círculo sumando 
las bandas rectangulares. 


Solución. E. 
4 


5) Partiendo del resultado del problema anterior hallar el volu- 
men del cilindro dividiéndolo en planchas rectangulares tal y cómo 
está indicado en la fig. 9. 

6) Calcular la presión que ejerce el agua do un vaso cilíndrico 
sobre las paredes do éste. 

Solución. P = ARIP. 

7) Hallar el trabajo que se gasta en extraer el agua de un reci- 
piente cónico cuya hase es horizontal y se encuentra por debajo del vér- 
tice. 


Solución. T = {rrem 


8) Determinar el volumen de la elipsoide de revolución calcu- 
lando directamonte sin alegar al principio de Cavalieri. 
9) Hallar el volumen de la olipscide generada por la rotación de 


nr E 
la elipse 2 


75 = 1 alrededor del cje de ordenadas. 
Solución. V = En. 


10) ¿Qué trabajo os necesario gastar para la extracción del agun 
de una semiesfera cuyo plano diametral está dirigido hacia abajo? 


oan 5 y 
Soluctón, T = jur. 
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11) Calcular la presión del agua sobre las paredes de un recipiente 
prismático de altura H y perímetro de la base p. 


Solución. P = $p. 


12) Basándose en el resultado del ejercicio 1 hallar el volumen 
del cuerpo limitado entre la superficie que se obtiene al girar la pará- 
bola y = az? alrededor del eje Oz, y el plano perpendicular al eje Oz 
que dista del origen a la distancia h. 


Solución. V = L maras. 
13) Hallar el límite 


n 
$ 
lim [zr » 1] 
cuando n crece ilimitadamente (el número p es entero positivo). 
Solución. z 
14) Hallar el límite 
n 
A 1 k 
ta[ AV k] 


cuando n croce ilimitadamente, 
Indicación. Hallar el área del triángulo curvilíneo OQM (fig. 19) 
dividiéndolo ea bandas paralelas al ejo Oz. 


Solución. 2. 
45) Hallar la suma 


a 
S= Y coska. 
à 
Solución. S = -4, 
2 sen Ea 2 


16) Empleando el resultado anterior hallar el área F de la figura 
limitada por la curva y = cos z y los ejes de las coordenadas. 
Solución, F = 1. 


A NUESTROS LECTORES: 


«Miro edita libros soviéticos traducidos al español, inglés, francés, árabe 
lingtros, idiomas extranjeros, Entre ellos figuran las mejores obras de Jas di 
intas ramas dela ciencia y la técnica: manuales para los centros de enseñan 
za superior y escuelas tecnológicas; literatura sohre ciencias naturales y mê- 
dicas. También sc incluyen monografías, lbros de divulgación científica y cien- 


cía ficción. 
Dirijan sus opiniones a la Editorial «Mir», 1 Rizhski per., 2, 129820, 
Moscú, Í—-110, GSP, URSS. 


LIBROS DE RECIENTE PUBLICACIÓN: 
CURVAS MARAVILLOSAS 


Existen muchas curvas (secciones cónicas, óvalos, espirales, 
etc.) que, además de tener interés por sí mismas debido a 
sus numerosas e importantes propiedades, encuentran amplia 
aplicación en la Ciencia y la Técnica. 

Es conveniente que los alumnos vayan familiarizándose con 
estas curvas y sus propiedades, máxime teniendo en cuenta 
qu» el curso escolar centra la atención en el estudio de la 
recta y de la circunferencia. 
El libro de A, I. Markushévich, conocido pedagogo y, cien- 
tífico soviético, persigue precisamente este fin, En una forma 
muy accesible se dan las definiciones de algunas curyas no- 
tables (elipse, parábola, hipérbola, lemniscata y cicloide), se 
exponen sus propiedades principales y se explica la impor- 
tancia que tienen. 

Basado en una conferencia dictada por el autor a un grupo 
de escolares moscovitas de séptimo y octavo grados, el libro 
está orientado precisamente a este círculo de lectores. Los 
temas que en él se tratan pueden ser utilizados en los círcu- 
los matemáticos escolares. Por otra parte, será bien re- 
cibido por todos los que estén interesados en ampliar sus co- 
nocimentos matemáticos adquiridos en la escuela. 


NUMEROS COMPLEJOS 
Y REPRESENTACIONES CONFORMES 


sta obra se debe al vicepresidente de la Academia de Cien- 
cias pedagógicas de la URSS, Doctor en Ciencias fsico-ma- 
temáticas, catedrático Alexéi Markushévich. 

En este pequeño trabajo el autor desarrolla la teoría de los 
números complejos y funciones más sencillas de los primeros 
(incluyendo la función de N. E. Zhukovski, aplicándola al 
diseño del perfil de un ala de avión). La exposición se da en 
forma geométrica. Los números complejos se consideran 
como segmentos dirigidos y las funciones como representa- 
ciones. Para llegar a tal comprensión de los números com- 
plejos hay que empezar por la interpretación geométrica de 
los números reales y de las operaciones con los mismos. 

El libro ha sido escrito a base de las clases que dictaba el 
autor a los alumnos de grados superiores do la secundaria 
y no exige por parte del lector, conocimientos previos de los 
números complejos. 

Este pequeño trabajo está destinado para los escolares y los 
estudiantes menores, así como para un amplio círculo de Jec- 
tores de diferentes especialidades. 


QUE ES PROGRAMACION LINEAL 


Esta edición forma parte de la pequeña biblioteca de “Lec- 
ciones de divulgación sobre Matemáticas”. El libro da a cono- 
cer al lector una parte importante de las matemáticas, la pro- 
gramación lineal, rama que ha obtenido en los últimos años 
una amplia aplicación en diferentes terrenos de la economía, 
la técnica, el arte militar, etc. 

En el libro se plantea el problema general de la progra- 
mación lineal, so analizan los métodos de su resolución y la 
aplicación a problemas económicos concretos. Se examina el 
empleo de la teoría de la programación lineal para resolver 
problemas de transporte con costo y tiempo mínimos, Tam- 
bién se presentan procedimientos de solución del problema 
tomando en consideración estos dos factores. 

El contenido del libro se dirige a los matemáticos, ingenieros 
y economistas dedicados a problemas de planificación con 
métodos matemáticos, en particular, cuando se emplean má- 
quinas computadoras digitales electrónicas. 
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